Introduction a 'arithmétique
(Solutions)

Dans ce document, on se propose de donner un tour d’horizon des fondamentaux de I'arithmétique

élémentaire des nombres entiers usuels. Il n’y a que peu de prérequis:

+ Connaitre le principe de récurrence.

+ Pour les partie XI et XV uniquement: connaitre le signe somme ) _ et savoir le manipuler.

« Pour la partie X uniquement: avoir quelques notions de géométrie du plan (pente d’une droite,
équation d’un cercle).

+ Pour la partie XIII uniquement: savoir ce qu’est un polynéme et son degré.

Toutes les autres notions abordées sont introduites au fil du probléme. Les parties ne sont pas indé-
pendantes. En revanche, il est parfaitement possible d’aborder une nouvelle partie en admettant les
résultats des précédentes. Les parties sont numérotées en ordre grossiérement croissant de difficulté.

A propos des solutions. Les solutions présentes dans ce document donnent les idées mathématiques
essentielles pour répondre a chacune des questions. Il ne s’agit aucunement d’un modele de rédaction!
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Partie I — Divisibilité des entiers
On que I'entier n # 0 divise 'entier m lorsque “* est un entier (autrement dit, s’il existe k € Z tel que
m = kn). On note alors n | m. On dit aussi que n est un diviseur de m.

(1) Pour chacune des propriétés suivantes, dire si elle est vraie ou fausse, en donner une preuve si elle
est vraie, et un contre-exemple si elle est fausse.

(@) Sin|metm | falorsn | ¢ (d) n > 1 admet au moins deux diviseurs.
(b) Sin | m alors pour tout k € Z, n | km. () Sin | metn | falorsn | m+ L.

(c) Sin|metl | malorsnf | m (f) Sin,m >0,n| metm | nalorsn=m
(@) Vrai.Onaf =kmetm = k'ndonc{ = kk'n et kk’ € Z.



)

®3)

(1)

(b)
(©)
(d)
(@)
(f)

Vrai. On a m = gn donc km = kqn et kq € Z.

Faux. 2 | 12 et 4 | 12 mais 2 X 4 = 8 ne divise pas 12.

Vrai. n est divisible par 1 et par n, au moins.

Vrai.m = kn,{ =k'n,alorsm+{ = (k+ Kk )netk+ k" € Z.

Vrai. Comme n,m > 0, n | m entraine n < m. Par symétrie, n > m donc n = m.

On appelle plus grand commun diviseur (PGCD) de deux entiers naturels n et m non simultanément

nuls le plus grand entier k£ > 1 tel que & | n et k | m. On le note n A m

(@)

(b)

Montrer que sin,m > 0,alorsn Am <netn Am < m.

n A m divise n et m, d’ou le résultat.
Sin | m, que vaut n A m ? En déduire la valeur de n A 0 pour n > 0.

Sin | m alors n A m = n (n est bien diviseur des deux membres, et c’est bien le plus grand,
car n n’admet pas de diviseur plus grand). Comme pour toutn > 0,7 | 0,onan A0 = n.
Montrer que si n, m sont des entiers, alors

n m

A =
nAm nAm

Notons d = n A m et soit e > 0 un diviseur commun de 7 et 2 de sorte qu’il existe u, v des
entiers tels que

n m

— =eu, — =ev.

d T d
Alors, n = deu et m = dev donc de est un diviseur commun de n et m. Comme d est le plus

grand diviseur commun, de < d donc e < 1 donc e = 1. Ainsi, le seul diviseur commun de %
et % est 1.

On dit que deux entiers n et m sont premiers entre eux lorsque n A m = 1.

(@)

(b)

(©)

Les entiers 12 et 15 sont ils premiers entre eux ? Et les entiers 9 et 11 ?

3 divise 12 et 15 donc 12 A 15 > 3, donc 12 et 15 ne sont pas premiers entre eux. Les diviseurs
de 9 sont 1, 3,9, seul 1 divise également 11, donc 9 et 11 sont premiers entre eux.
Montrer que pour tout n > 1, n et n — 1 sont premiers entre eux.

Soit d un entier > 1 divisant n et n — 1. Alors, d divise n — (n — 1) = 1, donc d = 1. Donc
nA(n—1)=1.
(Lemme de Gauss) Montrer que sik | fmet k A ¢ = 1 alors k | m.

k| fmetk | kmdonck | fmAkm=m{ANEk)=m

Partie II — Nombres premiers

On dit qu’un entier p > 1 est premier si ses seuls diviseurs positifs sont 1 et p.

(@)

(b)

Lesquels des nombres suivants sont premiers ? 7,9, 14,17,19, 21, 57.

Sont premiers: 7,17, 19.
Montrer que p est premier si et seulement si pour tout m > 1 qui n’est pas un multiple de p,
onapAm=1

Si p est premier, et m > 1 n’est pas multiple de p, alors p A m est un diviseur de p, qui vaut
donc soit 1 soit p. Comme p ne divise pas m, il reste p A m = 1. Supposons maintenant que
pour tout m > 1 non multiple de p, p A m = 1. Si p admet un diviseur d qui n’est pas multiple
de p, alors p A d = d = 1 donc p a pour seul diviseur 1 (autre que p), il est donc premier.



(c) Montrer que p est premier si et seulement si pour tout a, b € Z tels que p divise ab, p divise a
ou p divise b.

Supposons que p est premier et qu’il divise ab. Sip A b # 1 alors p A b = p et p est un diviseur
de b. Sinon, p A b = 1 et le lemme de Gausse donne p | a.

Supposons désormais que p n’est pas premier. Alors il s’écrit p = uv avec u, v # 1. On prend
a = u et b = v pour trouver que p divise uv mais ne divise ni » ni v.
(d) Soitn > 1. Montrer que le plus petit diviseur d > 1 de n est premier.

Soit n > 1 et d son plus petit diviseur strictement supérieur a 1. Si d n’est pas premier, il a un
diviseur 1 < d’ < detd’ | ddoncd’ | n, ce qui contredit la minimalité de d.
(e) Soient p, g deux nombres premiers distincts. Montrer que p A ¢ = 1.

On applique (b): p est premier et g n’est pas multiple de p (car sinon p | ¢ ce qui est absurde
car q est premier).
(f) Donner la valeur de p™ A p™ lorsque p est premier et 1 < n < m.

Lorsque p est premier, et 1 < n < m, onap”™ Ap™ = p" car les diviseurs de p”* sont exacte-
ment les p* pour 0 < k < m de sorte que le plus grand de ces diviseurs divisant p" est p™.

(2) Supposons qu’il y a un nombre fini de nombres premiers, que I'on note py, ---, p,,. En considérant
le nombre

p1p2"'pn + ]-a

montrer qu’il existe un nombre premier p ne figurant pas dans la liste p;, ---, p,,. En déduire qu’il
y a un nombre infini de nombres premiers.

Le plus petit diviseur strict de p;---p,, + 1 est un nombre premier que 'on note p. Comme les p;,
énumerent tous les nombres premiers, on a nécessairement p = p,, pour un k, de sorte que

p | (pyp, +1)A(prp,) =1

ce qui est absurde. Il y a donc un nombre infini de nombres premiers (car il n’existe pas
d’énumération finie compléte des nombres premiers).

(3) Soit n > 1. Montrer par récurrence forte’ que n s’écrit comme un produit p;---p, de nombres
premiers, éventuellement répétés. Indication: exploiter le résultat de la question (4.c). En déduire
que tous les entiers n > 1 s’écrivent sous la forme

a ag

n —= pl .pk
ouk >1,p,, -, p, sont des nombres premiers deux a deux distincts, a;, -+, a;, > 1 sont des entiers
(k etles p;, a; dépendent de n). On dit que c’est une décomposition de n en facteurs premiers.

Initialisation: 2 est le produit d’un seul nombre premier : 2.

Hérédité: Soit n > 2. On suppose la propriété vraie pour tout k < n. Le plus petit diviseur strict
de n est premier, on le note p,,. Par hypothese de récurrence,
n

Do 1 T

donc

'Dans une récurrence forte, au lieu de supposer dans ’hérédité la propriété vraie au rang précédent, on suppose la
propriété vraie a tous les rangs précédents (F, vraie pour tout k£ < n). Le principe de récurrence forte est équivalent au
principe de récurrence (il n’y a donc rien a vérifier « en plus» d’une récurrence classique).



4)

@)

n = po. . .pr
donc la propriété est vraie au rang n.

Conclusion: par le principe de récurrence forte, tous les entiers se décomposent en un produit de
facteurs premiers.

En réunissant les premiers répétés, on trouve immédiatement la seconde écriture de I’énoncé.
Supposons que n admet les deux décompositions en facteurs premiers suivantes:

a a b b
n = pll...pkk = qll...qrr.
On suppose par ailleurs que les p; et les g; sont triés en ordre croissant. Montrer que r = k et que
pour tout 1 < i < k, p, = g; et a; = b;. On en déduit que chaque entier naturel n > 1 admet une
unique décomposition en facteurs premiers.

Indication: Calculer p; A n et p;* A n.

Avec les notations de I’énoncé, on a p; A n = p; donc p,; divise qlljl-'-qlr’"'. Par le lemme de Gauss,
I'un des g; vaut p,. En appliquant le méme raisonnement a tous les p;, et vice versa avec les g;, on
trouve que p; = g; pour tout i et r = k. Puis,

min(a;,b;) b, b.

p;zz/\n:pf‘z:ql z:z:qilzqiz/\n’

donc p;’ = qf = pfi et a; = b;. Ainsi, I'écriture est unique.

Partie III — Division euclidienne et algorithme d’Euclide
Soient n > 1 et ¢ > 1 deux entiers. Montrer qu’il existe un entier k et un unique entier r tel que
0 <r < qetn = qgk+ r. On parle de division euclidienne de n par q. On appelle r le reste et k le
quotient dans la division euclidienne.

Indication: Commencer par montrer que r existe (par exemple, par récurrence). Montrer ensuite
'unicité en supposant que r; et ry conviennent (déduire r; = r5).

Soit ¢ > 1 un entier. On va montrer par récurrence forte sur n que r existe.

+ Initialisation: n = 1. Le reste r = 1 convient (1 =0 x ¢ + 1)

» Hérédité: On suppose que pour tout ¢ < n, £ admet un reste dans la division euclidienne par
q.Siq>mn,alorsr =mn convient(n =0xg+mn),etsig=mnalorsn=1xqg+0doncr=0
convient. Sinon, 1 < n — ¢ < n donc par hypothése de récurrence,n — ¢ = kq+retn = (k+
L)g+r.

+ Conclusion: tous les entiers n > 1 ont un reste dans la division euclidienne par gq.

Supposons que n admet les deux restes r; et r, dans la division euclidienne par q. Alors,
n—n=(k, —ky)g+r, —ry=0.

Comme 0 < 7,79 <g,ona|ry—ry <qg—1 Siky #ky ona|(ky —ky)g >q¢>qg—1. La
somme de ces deux termes ne peut donc pas valoir 0. Ainsi, k; = ky doncr; —ry =0etr; =15,
Soient n > 1 et m > 1 deux entiers. On suppose que n > m.

(a) On note n = gm + r la division euclidienne de n par m. Montrer que n Am =mAr

Soit d un diviseur de n et m. Alors, d divise aussi n — gm = r donc d est un diviseur de r. Soit
maintenant d un diviseur de m et n — gm. Alors, d divise n — ¢gm + gm = n donc d divise n
et m. Ainsi, les diviseurs simultanés de n et m sont les mémes que les diviseurs simultanés de
m et r, ce qui prouve le résultat.



®3)

(4)

(©)

(b) On définit une suite (r;) de la maniére suivante:
s Tg=n
ey =m
* 7341 estlereste de la division de r;,_; par r;, lorsque ;. # 0. SiT;, = 0, alors la suite s’arréte.

Montrer que la suite (7,) est strictement décroissante. En déduire que c’est une suite finie (elle
atteint 0), et en déduire que le dernier terme non-nul vaut n A m.

On appelle cette méthode de calcul du PGCD !’algorithme d’Euclide.

Comme 7, ; est le reste dans une division euclidienne par r;, on a nécessairement v, < 7},
ce qui donne la décroissance stricte de (r}). Puis, la suite ne prend que des valeurs entiéres
postives ou nulles. La stricte décroissance des valeurs entiéres implique que la suite atteint 0
a un certain rang, ou elle s’arréte.

Par la question précédente, onanAm =ryAr, =r; Ary =--=1r,_; A1, et le dernier
PGCD dans cette liste est du type r,,_; A0 =17;_;.
(c) Appliquer I'algorithme d’Euclide pour calculer 33 A 12.

Pour calculer 33 A 12:

33 -2 %1249
12:1><9+
9=3%x340

donc 33 A 12 = 3.
Avec un raisonnement par récurrence, montrer que r;, s’écrit a;n + b,m pour des entiers ay, by,
En déduire qu’il existe u, v € Z tels que

nAm=un+ vm.
On appelle cette relation la relation de Bézout.
Initialisation: 7 et r; s’écrivent bien comme combinaisons linéaires de m et n.
Hérédité: On suppose la propriété vraie aux rangs k < £.On a
Tp =Tp2—qre

= ay_gn +b,_om —q(a,_yn+b,_ym)

= (ap_5 —qay y)n+ (by_o — qby_1)m.
Conclusion: La propriété est vraie a tous les rangs. En particulier, si ¢ est le dernier indice de la

suite (r},), alors r,_; donne des valeurs de u et v qui conviennent.
(a) Montrer que k | n,m si et seulement si k | n A m.

Par la relation de Bézout, n A m = un + vm pour des entiers u, v. Ainsi, si k divise n et m,
alors k | un + vm = n A m. La réciproque est immédiate
(b) Soient n, m, £ trois entiers, £ # 0. Montrer que nf A mf = £(n A m)

¢ divise nf et m{ donc nf A mf = £d pour un entier d. Alors,

VkeZ, k|lnm<=kl|nlml<=kl|nlAml=k|d

doncn Am =d.
Soit d > 1 tel qu’il existe u, v € Z satisfaisant d = un + vm. Montrer que n A m | d.

n A m divise un et vm donc n Am | d = un + vm.



Partie IV — Congruences des entiers relatifs

On définit la relation de congruence = modulo n sur Z de la maniére suivante. Soit » > 1 un entier.

Alors pour tous a, b € Z,

(1)

)

(3)

4)

®)

(6)

a=b(modn)<=mn|a—>b
Montrer que n | m si et seulement si m = 0 (mod n).
C’est précisément la définition de m = 0 (mod n).

Montrer que si a; = a, (modn) et b; = b, (modn) alors a; + b; = a5 + by (mod n). Ainsi, la
relation de congruence est compatible avec I’addition

Avec les notations de la question, a; + by — ay — by = (a; — ay) + (b; — by) qui est donc un
multiple de n, ce qui conclut.

Montrer que sia; = a, (modn) etb; = b, (modn) alors a,;b; = a,b, (mod n). Ainsi, la relation
de congruence est compatible avec la multiplication. Un travail similaire montre (on I’admettra
donc) que la relation de congruence est compatible avec toutes les propriétés des opérations
usuelles sur les entiers (distributivité, soustraction, etc).

Encore avec les mémes notations,
arby — aghy = a1by —ayby +arby + agby = ay(by —by) + (a; —ay)by
qui est encore un multiple de n.

Soit n > 1 et m € Z. Montrer qu’il existe un unique entier 0 < k < n tel que m = k (modn). On
dit que £ est le résidu de m modulo n. Donner les résidus de —1, 10 et —4 modulo 5.

k est exactement le reste dans la division euclidienne de m par n. On a déja étudié son unicité. Les
résidus respectifs de —1, 10, —4 modulo 5 sont 4, 0, 1.

Soient n et m deux nombres entiers positifs premiers entre eux. Montrer qu’il existe k tel que
mk =1 (modn).
On dit alors que m est inversible modulo n, et k est son inverse modulaire.

Si n et m sont premiers entre eux, alors il existe u, v tels que un + vm = 1 (relation de Bézout).
Comme un = 0 (mod n), on trouve vm = 1 (mod n).

Montrer que m est inversible modulo n si et seulement si m et n sont premiers entre eux.

La question précédente montre que si m et n sont premiers entre eux, alors m est inversible modulo
n. Supposons maintenant que m est inversible modulo n. Alors, il existe k tel que mk = 1 (mod n),
donc n | mk — 1 et il existe ¢ tel que mk — 1 = ng. On en déduit

—qn +mk =1

doncn Am | 1, ce qui implique n A m = 1.

Partie V — Congruences modulo un nombre premier

Dans toute cette partie, p est un nombre premier impair.

(1)

)

Montrer que tous les entiers non multiples de p sont inversibles modulo p.

Si k est un entier non multiple de p, alors £ A p = 1 donc k est inversible modulo p.
Soit @ non multiple de p.



(a) Soient u,v des entiers compris entre 0 et p — 1 (bornes incluses). Montrer que
ua = va (modp) <= u="v

Le sens (<=) est immédiat. Supposons ua = va (mod p), en reprenant les notations de la
question. Alors

b ’ (U’ o U)a’a
et comme p A a = 1, le lemme de Gauss donne
plu—w
de sorte que u = v (mod p). Comme u et v sont compris entre 0 et p — 1, ils sont leurs propres
résidus. Par unicité du résidu, ©v = v.
(b) En déduire que la liste des résidus de a,2a, 3a, -+, (p — 1)a est une permutation de la liste
(1a P 1)

Les nombres a, 2a, 3a, -+, (p — 1)a sont deux a deux distincts modulo p par la question précé-
dente, de sorte que les résidus sont également deux a deux distincts. Puis, il y en a exactement
le bon nombre (p — 1), donc il s’agit forcément d’une permutation de (1,---,p — 1).

(c) Montrer que

a?"1(p—1)!' = (p—1)! (modp)
On fait le produit a X 2a X 3a X -+ X (p — 1)a pour obtenir
a?P~1(p—1)!

en regroupant tous les a et en regroupant les facteurs 1,---,p — 1 dans la factorielle. Vu la
question précédente, ce produit vaut également (p — 1)! modulo p.
(3) (Petit théoréeme de Fermat) Déduire de ce qui précéde que pour tout entier n € Z,

nP =n (modp).

Indication: Séparer les cas n = 0 (mod p) et n # 0 (mod p). Dans le second cas, montrer a?P~1 =
1 (mod p).

On se place dans le cadre de la question précédente. Comme (p — 1)! est un produit de termes
inversibles (chacun des entier du produit n’est pas un multiple de p), on en déduit que (p — 1)! est
inversible d’inverse q. Alors

a?"(p—1)lg = (p—1)lg (modp)
= a? ! =1 (modp)
On a donc bien trouvé le bon résultat lorsque a # 0 (mod p). Sia =0 (mod p), iln’y arien a faire
caraP ' =0=a.
Partie VI — Théoréme de Wilson
Dans cette partie, on veut montrer le théoréme de Wilson: p est premier si et seulement si
(p—1)!'=—1 (modp).

(1) Montrer que le théoréme est vérifié pour p = 2.

Pourp=2,(p— 1) =1l=1et1l = —1 (mod2) donc le théoréme est vérifié.



(2) Supposons que (p —1)! = —1 (mod p). Montrer que tous les entiers non multiples de p sont
inversibles, et en déduire que p est premier.

Supposons que (p —1)! = —1 (mod p). Soit k£ un entier non multiple de p. On sait que k est
inversible si et seulement si son résidu est inversible. On suppose donc 0 < k£ < p — 1. On sait par
ailleurs que k£ # 0 car 0 est un multiple de p. Ainsi,

—(p—1)!=—1%x2x3x-x(k—1)xkx(k+1)-x(p—1)=1 (modp),
de sorte que k soit inversible d’inverse

(p—1)!

—1Ix2x-x(k=1)x(k+1)x-x(p—1)=— k

€.

(3) Supposons maintenant que p est un nombre premier impair.
(a) Montrer que seuls —1 et 1 sont leur propre inverse modulaire.

Supposons que k € Z est son propre inverse. Alors, k? = 1 (mod p) donc
plk?—1=(k—1)(k+1).

Alors, comme p est premier et p > 2, on a soit p A (k— 1) = 1 soit p A (k+ 1) = 1. Donc, p
divise soit (k 4 1) soit kK — 1. Dans les deux cas, on trouve que k = 41 (mod p).
(b) Conclure.

Dans le produit (p —1)! =1 x --- X (p — 1), les facteurs 1 et (p — 1) = —1 sont leur propre

inverse et ne sont donc pas inversés (ils n’apparaissent qu'une fois). Le produit de ces deux

termes vaut —1 modulo p. Chacun des autres termes du produit est accompagné de son inverse

ailleurs dans le produit (les termes sont donc couplés en groupes de deux nombres inverses

I'un de 'autre). Le produit de tous ces termes vaut donc 1. Finalement, (p — 1)! = —1 (mod p).
(4) On donne 10! = 3 628 800. D’apreés le théoréme, 11 est-il premier ?

10! = 10 = —1 (mod 11) donc 11 est premier.

Partie VII — Valuations p-adiques
Soit p un nombre premier. On appelle valuation p-adique d’un entier n # 0 le plus grand entier k tel
que p* | n. On la note v, (n). On prend la convention v, (0) = +oco.

(1) Montrer que v,(ab) = v,(a) + v,(b) pour tous a, b > 0.

p% @ | a et pU® | b donc pU(@*+(®) | gb  donc v,(ab) > v,(a) +v,(b). Puis, si
pvp(a)+vp(b)+1 | ab, alors

a y b
pvp ((l) pvp (b>

p |

ce qui est absurde car les deux fractions sont des entiers premiers avec p. Ainsi, v, (ab) < v,(a) +
v,(b) + 1 ce qui conclut.
(2) Montrer que sib | a, alors vp(%) =v,(a) —v,(b)

On utilise la question 1: v, (a) = v, (%) + v, (b).
(3) Montrer que v,(a + b) > min(v,(a),v,(b))

Soit k = min (v, (a),v,(b)). Alors p* | a, p* | bdonc p* | a + b, douv,(a +b) > k.
(4) Soient aq, by, ay, b, des entiers, b; et b, non nuls, tels que a,b, = a,b,. Montrer que



vp(al) - vp(bl) = vp(a’2) - Up(bZ)'

En déduire que si x = ¢ € Q\ {0} pour a,b € Z \ {0}, on peut définir v,(z) = v,(a) —v,(b)
sans que cette définition ne dépende du choix de a et b. Ainsi, la valuation p-adique est définie

sur Q.

a Q-
Supposons que r = 7+ 2

5 = 52 sont deux écritures du méme rationnel z € Q \ {0}. C’est équivalent
! ‘

a a by = ayb;. On applique le résultat de la question (1) pour trouver
Up(a1> + Up(b2> = Up(a2) + vp(bl)

ce qui est équivalent a I'identité recherchée (en réarrangeant I’égalité). Ainsi, la définition proposée
pour v, (x) ne dépend pas du choix d’entiers a, b pour I'écriture fractionnaire.

On appelle partie entiére du réel € R 'unique entier k£ € N tel que

r—1<k<uz.

On la note | z]. On souhaite montrer la formule de Legendre, valable pour tout p premier et pour tout

o 3 [3)-

(5) Montrer qu’il s’agit d’'une somme finie: a partir d’un certain rang, tous les termes sont nuls.

entier naturel non nul n:

Si p est premier, alors p > 1 de sorte qu’il existe k > 1 tel que p* > n. Dans ce cas, 0 < # <let
\_I%J = 0, ce qui reste vrai pour tous les termes suivants. Ainsi, la somme n’a qu'un nombre fini
de termes non nuls.

n

(6) Montrer qu’il y a [EJ multiples de p dans 'ensemble {1,2,---,n}. Combien y a-t-il de multiples
de p? ?

k€ {1,2,--,n} est multiple de p s’il s’écrit pq pour un g € N tel que pg < n, autrement dit ¢ <
%. Le plus grand entier q inférieur a % est (par définition) L%J

Pour compter les multiples de p?, on fait la méme chose: il faut pg? < n donc g < z% etilya L%J
valeurs possibles.
(7) En utilisant n! =1 x -+ X n, montrer la formule de Legendre.

On av,(n!) = v,(1) + - + v,(n). Chaque multiple de p entre 1 et n apporte donc une contribu-
tion d’un facteur p dans n!. Chaque multiple de p? apporte une seconde contribution d’un facteur
p dans le produit, etc pour tous les p*.

Partie VIII — Equations diophantiennes linéaires
On appelle équation diophantienne toute équation donc on ne cherche que des solutions entieres. Une
équation diophantienne linéaire a n variables x, ---, z,, est une équation du type

aixy +--+a,x, =c
ouaq,-,a,,c sont des entiers et pour laquelle on cherche des solutions z,, ---, z,, € Z.
(1) Dans cette question, on note (F) I’équation

ax + by = c,

ou a, b, c sont des entiers, a et b sont non nuls. On note (E},) I'équation §z + %y =0avecd =
a A b, que 'on appelle équation homogéne réduite associée a (E).



(a) Montrer que (E) admet une solution si et seulement si a A b divise c.

Si (E') admet une solution, alors a A b | ax 4+ by = c. Réciproquement, sia A b | ¢, alors ¢ =
(a A b)k pour un k € Z. 1l existe u, v tels que au + bv = a A b donc (uk, vk) est solution.

(b) On suppose désormais que I'on connait une solution de (E) notée (x, y,). Montrer que (z +
Zo, Y + Yo) est solution de (E) si et seulement si (z, y) est solution de (E},).

Si (x,y) est solution de (E},), alors
a(x+z9) +b(y+yy) = (ax +by) +axy +byy =dx0+c=c

Réciproquement, supposons que (x + z,, y + y,) soit solution de (E), alors

a b a b
E$+Ey:E(fU‘F%*%)‘FE(yﬂL?Jo*yO)
1 1
= E(a(m +x0) +b(y + o)) — E(amo + bxg)
—1>< 1>< =0
=gxe——oxe=0.

(c) Supposons que (z,y) est solution de (E},). Montrer que % divise z et ¢ divise y. En déduire
qu’il existe k tel que

b a
=2k y=-2k
TEAh YTy
b __a
V="

donc % divise —%x or g A S =1donc % divise z (lemme de Gauss), et x = %k. En injectant
cette écriture dans I’équation, on trouve

b b
= ——"F
a’ d
donc y = —gk.
(d) Montrer que pour tout k € Z.
b a
=2k y=——k
TTadm YT

est solution de (E},).

On injecte dans I’équation, le calcul est immédiat.
(e) En déduire que les solutions de (E) sont exactement les couples de la forme

a

b
(Ek—l-xo,—dk—i-yo), keZ.

Les solutions de (F},) sont entiérement décrites dans les deux questions précédentes, et on a
vu que pour obtenir les solutions de (E), il suffit d’ajouter (z, y,) aux solutions de (E},). On
trouve la description de I’énoncé.

(2) Résoudre —12z + 16y = 20.

—12 A 16 = 4 | 20 donc des solutions existent. Une solutions particuliére est z, = y, = 5. Les
solutions sont donc les

(4k+5,3k+5), keZ

10



Partie IX — Descente infinie dans une équation diophantienne

Soit p un nombre premier et n > 3. On s’intéresse a I’équation diophantienne suivante:
"+ pyn — p2zn

(1) Montrer que (0,0, 0) est solution. On note N (z,y, z) = || + |y| + |z|. Montrer que si (z,y, z) #
(0,0,0), alors N(z,y, z) > 0.

Si (z,y, z) # 0 alors par exemple x # 0 donc |z| > 0, et comme |y| > 0, |z| > 0 on trouve bien
N(z,y,z) > 0.

(2) On suppose qu’il existe une solution différente de (0,0,0). Montrer qu’il existe une solution
(z,y,2) # (0,0,0) telle que N(z',y’,2") > N(z,y, z) pour toute solution non nulle (z’,y’, z’).
Dans la suite, (z,y, z) désigne une telle solution.

Notons (a, b, ¢) la solution non nulle connue, et kK = N(a, b, c). Alors, il y a un nombre fini de
triplets (z,y, z) tels que 0 < N(z,y, z) < k, donc un nombre fini de solutions (z,y, z) tels que
0 < N(z,y,z) < k. Par ailleurs, cet ensemble n’est pas vide puisqu’il contient (a, b, ¢). Ainsi, on
peut en choisir un élément minimal pour V.

(3) Montrer que p divise ™. En déduire qu’il existe z’ tel que

pn—lx/n + yn — pzn.
™ = p(pz"™ —y™) donc p | ™ donc p | x et x = pz’. On trouve immédiatement 1’égalité recher-
chée.

(4) Montrer que p divise y puis que p divise z. En déduire qu’il existe une solution (z’,y’, z’) telle que
N(z',y',72") < N(z,y, 2).
y" = p(z" —p"2z’") donc p | y (car n — 2 > 0 puisque n > 3). Il existe donc y’ tel que

pnflaj/n +pny/n =pz

soit encore p" 2z’ 4 p" 1y’ = 2" donc p | z et on trouve ainsi une solution (z’,y’, 2’).

Cette solution satisfait bien N (z',y’,2") < N(z,y,2) car [2| = [Z] < ||, idem pour les autres
coordonnées, avec I'inégalité stricte pour chaque coordonnée non nulle (c’est a dire au moins 'une
des trois puisque (z,y, z) # 0.

(5) Conclure que I’équation n’a qu’une seule solution.

On a montré que si (x, y, z) est une solution non nulle minimale pour NV, alors on peut construire
une solution (z’,y’, 2’) strictement plus petite pour N et encore non nulle. C’est absurde, donc il
n’existe pas de solutions non nulles de I’équation. La seule solution est la solution nulle.

Partie X — Triplets pythagoriciens

On appelle triplet pythagoricien toute solution entiére (x,y, z) de I’équation diophantienne

z? +y? =22

On dit qu’un triplet pythagoricien (z, y, z) est primitiflorsque x Ay A z = 1.

(1) Soit (z,y, z) un triplet pythagoricien et d = = A y A z. Montrer que (3, g, 5) est un triplet pytha-
goricien primitif.

C’est encore un triplet pythagoricien (équation est homogéne: on peut multiplier un triplet
pythagoricien par n’importe quelle constante pour obtenir un autre triplet pythagoricien). Il est
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primitif car d =z Ay Az = (d%) A (d%) A (d2) =d((Z) A (4) A (%)) donc en divisant par d
on trouve que le PGCD des trois termes vaut 1.

@) (a)

Soit (z,y, z) un triplet pythagoricien primitif. Montrer que z Ay =yAz=xz Az = 1.
Indication: Montrer que si un premier p divise deux termes, alors il divise le troisiéme.

Supposons que p est un nombre premier qui divise z et y. Alors, p divise 2 + y? donc p | 22 et
comme p est premier, p | z. Donc, p | Ay A z = 1 ce qui est absurde. Donc, x A y n’a aucun
diviseur premier: il vaut 1. C’est le méme raisonnement pour les deux autres PGCD.

Soit (z, y, z) un triplet pythagoricien primitif. Montrer que z et y ont des parités différentes®

Indication: Montrer que si x et y sont impairs, alors 22 = 2 (mod 4). Est-il possible pour un
carré de valoir 2 modulo 4 ?

2

Supposons que z et y sont pairs. Alors z2 = x2 + y? est pair, donc z est pair et le triplet n’est

pas primitif. On en déduit que x et y ne sont pas tous les deux pairs.

Supposons maintenant que x et y sont impairs. Les nombres impairs sont congrus a 1 ou
3 modulo 4, et 12 =1 (mod 4), 32 =9 =1 (mod 4), donc le carré d’un nombre impair sera
toujours congru a 1 modulo 4. Ainsi, 22 = 2% + 4> =1+ 1 = 2 (mod 4).

Il reste a vérifier que 2 n’est pas un carré modulo 4. La liste exhaustive des résidus qui sont des
carrés est donnée par 0 = 0,12 = 1,22 = 0,3% = 1 (mod 4). Donc, les résidus qui sont des
carrés sont 0 et 1. Ainsi, il est impossible d’avoir 22 = 2 (mod 4), ce qui montre que x et y ne
peuvent pas étre tous les deux impairs.

Montrer que deux entiers naturels premiers entre eux dont le produit est un carré parfait (c’est
a dire k2 pour un entier k) sont eux-méme des carrés parfaits.

Indication: Montrer que dans les décompositions en facteurs premiers, les exposants sont pairs.

Soient 7, s deux entiers tels que s = k? avecr A s = 1. On écrit les décompositions en facteurs
premiers:

a a,,
T=Dp; D

bl b,
§=ay qyw”

Comme 7 A s = 1, on en déduit que les {p,, -, p,, } et les {q;,--q,,,} sont disjoints (i.e. on n’a
jamais p; = g; car sinon p; | » A s = 1). On en conclut que

b
kz = p?l ...panll qfnm

est la décomposition en facteurs premiers de k2. Comme c’est un carré parfait, chacun des
exposants aq, ---, b,,, doit étre pair (pour le voir: faire la décomposition en facteurs premiers de
k et la mettre au carré: tous les exposants sont pairs et on sait que la décomposition est unique).

Ainsi, tous les a; sont pairs et tous les b; sont pairs, donc r et s sont chacun des carrés parfaits.

(3) On vamontrer que I'ensemble des triplets primitifs positifs S pour lesquels y est pair est donné par

T =m? —n?
(z,y,2) € S<=TImneNm>nmAn=1m=%n (mod2),< y=2mn

z =m?2+ n2

Soit (z,y, z) un triplet primitif positif avec y pair.

*Parités différentes: I'un est pair, autre impair.
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Z—T

zt+z _
ets = 3

2
eux, puis que ce sont des carrés parfaits. On note r = m? et s = n?.

(a) Montrer que z + z et z — x sont pairs. En déduire que r = sont premiers entre

Comme z et y n’ont pas la méme parité et que y est pair, x est impair, et z est impair aussi (car

22 = 12 + 92 est impair). Donc, z + x et z — z sont pairs. Puis,

e (55950 -5 )

Si d un diviseur de 7 et s, alors d divise r + s = z et r — s = x donc p divise z A z = 1. On en

déduit que r A s = 1. Par la question (2.c), r et s sont des carrés parfaits.
(b) Montrer que

T =m2—n?
Yy =2mn

z=m?+n?

et que m A n = 1. Montrer que m et n n’ont pas la méme parité.

Onazxz=r—s=m?2—n? y:2\/(%)2:2\/rs:2mn, et z=r+s=m?2+ n?. Puis,
m A ndivisex A z=1doncm An =1.
(c) Conclure.

On a bien r > s donc m > n. On a montré n A m = 1, on a de plus m % n (mod 2) car sinon
x, y et z sont tous pairs, ce qui est faux pour un triplet pythagoricien primitif.

Réciproquement, si m et n vérifient ces conditions, alors on vérifie aisément que (z,y, z) est
un élément de S, ce qui conclut la description.

On va maintenant adopter une approche géométrique pour résoudre le méme probléme.

. . . 22 2
(4) Montrer que (z,y, z) est un triplet pythagoricien non nul si et seulement si (f) + (1—;) =1.En
déduire qu’il y a une correspondance entre les triplets pythagoriciens non nuls primitifs et les

points rationnels® (z, y) du cercle unité.
11 suffit de diviser/multiplier par 22 toute I’équation.

Pour la correspondance, il suffit d’envoyer un triplet pythagoricien non nul primitif (z,y, z) sur
(f, %) qui est alors un point rationnel du cercle unité. Pour trouver la correspondance inverse, on
remarque que pour chaque point rationnel (z, y) du cercle, il n’y a qu’un unique entier naturel non
nul d tel que (zd,yd, d) est est triplet pythagoricien primitif (et d est le plus petit entier naturel
non nul tel que zd et yd soient deux entiers, le PGCD zd A yd A d valant automatiquement 1).

(5) On note désormais I le point (—1,0). Montrer que si P = (z,y) est un point rationnel du cercle
unité, alors la droite (I P) a une pente rationnelle.

La droite (I P) a pour pente

Tp—x; Tp—1
Yp —UI Yp

qui est donc rationnelle lorsque P est un point rationnel.
(6) Pourt € Q, onnote D, : y = t(z + 1).
(a) Montrer que toutes les droites de pente rationnelles passant par I s’écrivent D, pour unt € Q.

*Le point (z,y) est rationnel lorsque z,y € Q

13



(©

(d)

Si D est une droite de pente ¢t € QQ passant par I, alors son équation est du type y = tx + ¢
avec0 = —t+cdoncc=tety =t(x+1).
Soit P = (x,y) un point d’intersection de 2, et du cercle unité z? + y? = 1. Montrer que

(z+1)((z—1)+t*(z+1))=0.

En déduire que

) 1—t?
T =— ou T=-—-.
1+1¢2
Montrer que si x = —1, alors P = I. Sinon, montrer que P a les coordonnées

1+e27 14462 )
Soit P comme dans I’énoncé. Alors, y = t(x + 1) et P est sur le cercle unité donc
?+t2(z+1)2=1
soit encore,
> =14+t (x+1)2=0
ce qui donne
(z+1)((z—1)+t*(xz+1))=0
donc x = —1 ou bien
r—1+t3(z+1)=0
soit encore z(1 + ¢?) = 1 — ¢? donc
1=t
IR
Siz =—1,alorsy =t(x + 1) = 0donc P = I. Sinon,
o
14t
Montrer que pour ¢t € Q, les points d’intersection de 2, et du cercle unité sont rationnels. En

y=tx+1)

déduire que les points rationnels du cercle unité sont I et tous les points

1—12 2t
—_— teQ.
(1+t2’1+t2>’ Q
Sit est rationnel, on a trouvé en question précédente les coordonnées du point P d’intersection
de 2, et du cercle unité. Ces coordonnées sont rationnelles si ¢ est rationnel.

Siun point P est un point rationnel du cercle, alors on a vu que la pente de (I P) est rationnelle,
disons ¢ € Q de sorte que P appartient a D), et P a I'expression donnée dans I’énoncé.

Soit t € Q. Comme ¢ est rationnel, il s’écrit t = % avecm € Z,n € N*, m An = 1. Montrer
que
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2

(m? —n?, 2mn, m? 4+ n?)

est un triplet pythagoricien.

On a
2
1— ¢ +( 2t )2_
14¢2 1+¢2
donc
2
n? — m?2 +( 2nm )2_1
n? + m?2 n? + m?2
et

(n? — m2)2 + (2nm)? = (n? + m2)2

2

de sorte que (m? — n?,2nm, n? + m?) est un triplet pythagoricien primitif.

Partie XI — Indicatrice d’Euler

On appelle indicatrice d’Euler la fonction ¢ dont la définition est la suivante: pour tout n > 0 entier,
©(n) est le nombre d’entiers entre 1 et n — 1 qui sont premiers avec n.

(1) Soit p un nombre premier.
(a) Montrer que p(p) =p—1

Sil <k < p,alors k est permier avec p sauf si k = p. Il y a donc p — 1 choix possibles.
(b) Montrer pour tout k& > 1, go(pk) = (p—1)pFL.

On compte: p* — @(pk) est le nombre d’entiers entre 1 et p¥ qui ne sont pas premiers avec p*.

Comme p est premier, z n’est pas premier avec p” si et seulement si = est un multiple de p. 11y
a exactement p*~! multiples de p compris entre 1 et p* (ce sont les {p, 2p, '--,pk’lp}). Donc,
p(p*) =pF —p* 1 =p(p-1).

(2) Soit p un nombre premier et n un entier premier avec p. Soit k¥ > 1 un entier. On appelle F et E’
les ensembles suivants:

Ez{:cEN*, zApPn=1 et wgpkn}
F={zeN zAn=1 et xgpkn}
(a) Montrer que E est inclus dans F'.

Soit z € E. Alors, x est premier avec p*n donc x est premier avec n. Ainsi, z € Fet E C F.
(b) Montrer que F posséde pFp(n) éléments.

Soit £ un entier naturel non nul et 2’ son résidu modulo n
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z € F <z inversiblemod n et z <pFn
<z’ inversiblemod n et x <pFn
=2’ An=1 et z<pn
et comme les valeurs possibles de z < p*n associées a unrésiduz’ sontles {z’,z’ + n, -, z’ +
(pk — 1)n} (il y en a p*), on a que F est composé de p* copies de 'ensemble des résidus

inversibles modulo 7, lui méme de taille ¢(n). Donc, F est de taille p*p(n).
(c) Montrer que F' \ E posséde p*~1p(n) éléments.

Les éléments de F' \ E sont des multiples de p (car ils ne sont pas premiers avec p*), donc de
la forme ¢p. Les choix de ¢ qui conviennent sont exactement les £ < npkfl telsque /An =1
(carfp € F = ¢ An = 1puisque p An = 1).

Ainsi, il y a bien exactement o (n)p*~! choix pour #, ce qui conclut.
(d) En déduire que ¢(p*n) = ¢(p*)p(n)
E posséde o(p*n) éléments, et E = F' \ (F \ E) donc
(p™n) =pFp(n) —p*lo(n) = (p— Dp*o(n) = o(p*)e(n)
(3) Soient u,v premiers entre eux. Montrer que p(uv) = ¢(u)@(v). On dit que ¢ est multiplicative.
On fait les décompositions en facteurs premiers puis on applique le résultat précédent.

(4) Montrer que sin = p’fl---pfr alors

e 2)-3)

(5) Dans cette question, on souhaite montrer I'identité suivante:

Vne N, n= Zgo(d),
d|n

ou la somme porte sur I’ensemble des diviseurs d de n.
(a) Montrer que I'identité est vérifiée pour n = p avec p un nombre premier, et pour n = p* pour
p premier et k > 1.

Les seuls diviseurs de p premier sont p et 1, et ¢(1) = 1,p(p) = p — 1, donc la formule est
vraie pour n = p premier.

Pour k > 1, les diviseurs de pk sont exactement les pe pour 0 < ¢ < k On a bien
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> w(d) = o) + () + -+ o(1)

— (pF—p" )+ (P —pF ) et 1
:pk+(_pk—1+pk—1> +(_pk—2+pk—2)+m+(_1+1)
=pF+0+-+0=p"

(b) Soient m,n > 0 deux entiers premiers entre eux. On suppose que la formule est vraie pour m
et pour n. Montrer que

mn = Z o(d).

d| mn

Indication: Montrer que les diviseurs de mn s’écrivent de maniére unique comme un produit
dydy oudy | metdy | n.Quedire de d; Ady?

L’indication découle immédiatement des décompositions en facteurs premiers respectives de
m et n. On a bien str d; A dy = 1.

On a

d| mn dy|m
ds|n
= > w(d) x Y eldy)
dy|m da|n
=mXn

d’ou la formule.
(c) En déduire l'identité pour tout n € N*.

On décompose en facteurs premiers, et c’est immédiat vu ce qu’on a fait.

(6) Dans cette question, pour n > 1 fixé et  un entier, on note Z le résidu de  modulo n.
(a) Montrer que 'ensemble des résidus inversibles modulo n est un ensemble U = {x, -, 2, } de
taille p(n).

Inversible modulo n = premier avec n.
(b) Montrer que zU := {TZy,TZ,, -, TZ;} = U. Indication: Montrer que chacun des Tz, est
inversible modulo n et que ZZ; # 7Z; lorsque i # j.

On a clairement zU C U car chacun des zz; sont inversibles (c’est un résidu d’'un produit
d’inversibles). Puis, Tz; # Tx; car zz; = vz; (modn) <= r, = z; (modn). Dong, il y a
autant d’éléments dans zU que dans U. Donc, 2U = U.
(c) En déduire que =, - z;, = 2* - z,--x;, (modn)
TyTy, =TT, TTy = BT, Ty, = oFwy--x;, (modn)
(d) Démontrer le Théoréme d’Euler: pour tout n > 1 et tout 2 premier avec n, z¥™ =1 (mod n).

Dans le produit précédent, x,---x; est inversible (produit d’inversibles). Il suffit de I'inverser
pour trouver ¥ = 1 (mod n). Par ailleurs, on avait montré k = ¢(n) en (6.a).
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Partie XII — Ordre multiplicatif

Soit n > 1 et x un entier. On appelle ordre multiplicatif de x modulo n le plus petit entier & > 1 tel que
zk = (mod n), lorsqu’un tel entier existe. Dans ce cas, on dit que z admet un ordre modulo n, et on
note o,, () cet ordre.

(1) Supposons que x et n sont premiers entre eux.
(a) Montrer qu’il existe 1 < k; < k, deux entiers tels que ¥ = z*2 (mod n).

IIn’y a qu'un nombre fini de résidus possibles modulo n, mais un nombre infinide k > 1.1y
en a donc au moins deux entiers x* qui ont le méme résidu modulo 7, car sinon il y aurait un
nombre infini de résidus (on parle de principe des tiroirs).

(b) En déduire que 2¥27%1 = 1 (mod n). Conclure que x admet un ordre modulo .

x est inversible modulo n d’inverse .
zh2kipkt = gk = gF1 (modn) = zF27%1 =1 (modn)

en multipliant chaque coté par y*1.
(2) Supposons que x et n ne sont pas premiers entre eux. Est-il possible pour « d’admettre un ordre
modulo n ?

k-1

Si x admet un ordre (disons k), alors x est inversible d’inverse 7", ce qui est impossible si x et n

ne sont pas premiers entre eux.
(3) Soit  un entier premier avec n.
(a) Supposons que m est un multiple de o, (z). Montrer que ™ =1 (mod n).
k
m = o, (z)k donc z™ = (z°+@))" = 1% = 1 (mod n).

(b) Supposons désormais que 2™ = 1 (mod n). Montrer que o,,(x) divise m.
Indication: Faire la division euclidienne de m par o,, (), et exploiter la minimalité de o,, (z).

On fait la division euclidienne: m = qo,, () + r avec 0 < r < o,,(x). Donc,
™ = (;r""(gc))m;r" =z" =1 (modn)

ce qui est impossible si 0 < r < o,,(z) car sinon o,,(x) n’est pas I’entier minimal k pour lequel
¥ =1 (modn). Donc, r = 0 et m = qo,, ().
(c) Montrer que o,,(z) divise ¢(n).

On a vu (théoréme d’Euler) z#(™ = 1 (mod n). Par la question précédente, o, (z) | ¢(n).

Partie XIII — Racines primitives modulo un nombre premier
On appelle racine primitive modulo n tout entier z admettant un ordre modulo n tel que o,,(z) = ¢(n).
Dans toute cette partie, on prendra n = p un nombre premier.

(1) Supposons que g est une racine primitive modulo p.
(a) Montrer que pour tout x premier avec p, il existe 0 < r < p — 1 tel que ¢" = x (mod p).

Comme g est une racine primitive, les résidus de g, g2, ---, g?~! sont deux a deux distincts. Il
y en a exactement p — 1, c’est a dire autant que de résidus inversibles modulo p, ils sont donc
tous présents dans la liste.

(b) Soit k > 1. Montrer que si z admet un ordre, alors
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(d)

(o) = 0

o,() Nk

Supposons que /£ est tel que (gr:’“)Z =1 (mod p). Alors, z** = 1 (mod p) et 0,() | kL. Onnote
d=o,(x) Nketd = k. Ainsi, il existe ¢ € Z tel que

kl = o,(z)q
ou de maniére équivalente
o (x
donc OPT(L) | £d’. Par construction, Of)c(lw) et d’ sont premiers entre eux, donc par le lemme
de Gauss, O’inw) divise ¢. Réciproquement, si O’“fﬁ divise ¢, alors zF! = paxop(®)xq =

k ,

(a:op@?)) = (mod p). Ainsi, (:1;’“)/Z =1 (modp) si et seulement si %T(x) divise ¢, ce qui
montre le résultat.

En déduire que 1 < x < p — 1 est générateur si et seulement si 7 A (p — 1) = 1 ou r est tel
que ¢" = z (mod p).

Vu ce qui précede: 0,(g9") = 0,(9) =p—1<>r1No,(9) =rA(p—1)=1
Conclure qu’il y a exactement ¢(p — 1) racines primitives modulo p.

Il y a autant de générateurs que de valeurs de r entre 1 et p — 1 tellesque 7 A (p — 1) = 1. Ce
nombre est précisément p(p — 1).

Dans la question précédente, on a montré que s’il existe une racine primitive, alors il y en a exactement

©(p — 1). Il nous reste & montrer qu’il en existe bien une. Pour cela, on va montrer le résultat prélimi-

naire suivant, appelé Théoréme de Lagrange: Si f(X) = a,X" +a, X" '+ +a; X + ay est un

polynome de degré n > 1 a coefficients entiers et tel que a,, n’est pas multiple de p, alors f(X) admet

au plus n racines non congrues* modulo p.

(2) On va montrer le théoréme par récurrence sur n.

(@)

(b)

Montrer que le théoréme est vrai pour n = 1.

Si f(X)=a,X+a, avec a; non multiple de p, alors f(z)=0 (modp) <=z =

—aga;! (mod p). La solution est bien unique.

Supposons que le théoréme est vrai au rang n — 1, et soit f(X) un polynéme comme dans

I’énoncé du théoréme, de degré n. Supposons que f(X) admet n + 1 racines non congrues

modulo p que 'on note ¢y, -+, ¢
(i) Montrer

n*

F(X) = flcp) = an(X — o) (X" 4+ X" 2cg + -+ Xeg 2 + 5 )

+ a, (X — CO)(‘XV"*2 4+t Xcg_3 + Cg—z)
T :
+ a; (X - C())

puis en déduire qu’il existe un polyndme g(X) de degré n — 1 de coefficient dominant a,,
tel que f(X) — f(co) = (X — ¢o)g(X).
Indication: utiliser I'identité a™ — b"™ = (a — b)(a™ ' + a" " 2b + - + ab" 2 4+ b 1).

*Autrement dit, il existe au plus n entiers 0 < k < p tels que f(k) = 0 (mod p).
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FX) = fle) = a, (X" — ) 4 a, (X" — 1) + -+ qq

et appliquer I'identité a chaque parenthése du membre de droite donne la forme mention-
née dans I’énoncé. Chacun des termes de la somme est multiple de (X — ¢;), par lequel on
peut donc factoriser. Dans le second terme du produit, on y met la somme d’un polyndéme
de degré n — 1 de coefficient dominant a,,, et de plusieurs polynémes de degrés < n —
1, qui n’ont donc aucune influence sur le terme dominant. On trouve bien g(X) comme
voulu.

(ii) Montrer que ¢, -, ¢,, sont des racines de g(X) modulo p.

Soit1 <1 < n.

f(e;) — fleg) = (¢; —¢p) ge;) =0 (mod p)

_
£0
donc (lemme de Gauss), g(c;) = 0 (mod p).
(iii) Conclure en montrant que I’hypothése selon laquelle f(X) admet n + 1 racines non

congrues modulo p est absurde.
La question précédente (ii) est en directe contradiction avec ’hypothése de récurrence,
selon laquelle g(X) ne peut admetre qu’au plus n — 1 racines non congrues modulo p.
Ainsi, I'hypothése de départ est absurde également, et f(X) admet n ou moins racines
non congrues modulo p.

(c) Conclure

Le théoreme est vrai au rang 1, et vérifie la propriété d’hérédité. Il est donc vrai par le principe

de récurrence.

On peut désormais montrer ’existence de racines primitives modulo p. On appelle I’exposant modulo
p lentier A correspondant au maximum des valeurs de o, (k) pour 1 < k < p.

(3) (a) On appelle plus petit commun multiple’ (PPCM) de m et n des entiers non nuls la quantité

mn

mVn=

Montrer que si a et b sont des entiers naturels tels que 0, (a) = m et 0,(b) = n, alors

0,(a x b)) =mVn

Indication: On pourra exploiter la relation (1.b)

D’apreés la relation (1.b), on a

n n mVn

Op(bm/\n) —

(m/\n)/\n:m/\n m

Par ailleurs, o, (b™"") A o,(a) =1 donc* o,(ab™"") = o,(a)o,(b™"") =m x ™I =mV
n.

T =

*Si x,y sont d’ordres respectifs m,n modulo p, et si m An = 1. Supposons que =z
y® (mod p) pour 7, s des entiers. Alors,

(™)™ = (z™)" =1 (mod p)

donc o, (z") | m, et

°0On l'admettra: comme son nom 'indique, il désigne bien le plus petit entier multiple a la fois de n et de m.
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(d)

r)n

(¥)" =1 (mod p)

(x
donc o, (z") | n,donco,(z") | mAn=1letz" =1

Puis,

(zy)* =1 (mod p) = z* = y~* (mod p)

donc z° = 1 (mod p) ce qui donne m | £ et de méme, y* = 1 (mod p) donc y* = <y4>71

1 (mod p) ce qui donne n | 4. Le plus petit multiple commun de m et n est mn puisque m A
n=1.

Montrer que A vaut 0, (1) V 0,(2) V -+ V 0,(p — 1) (on admet que I'ordre n’a pas d’importance
dans le calcul du PPCM). En déduire qu’il existe g un entier naturel tel que 0,,(g) = A, et donc
que A < ¢(p).

On a vu que le PPCM de plusieurs ordres est lui méme l'ordre d’un élément. Ainsi, le PPCM
de tous les ordres est lui méme un ordre, il est supérieur ou égal a chacun des autres ordres
(puisque c’en est un multiple), et ainsi c’est 'ordre maximal. Il existe donc un élément g d’ordre
A. Puis, on sait que 0,,(g) | ¢(p) donc A < ¢(p).

Montrer que le polynéme f(X) = X* — 1 admet p — 1 racines non congrues modulo p. En
déduire A > p — 1.

Le polyndme f(X) admet pour racines modulo p toutes les valeursde 1 < k < p — 1, car pour
chaque tel k, on a k¥* =1 (mod p) (puisque X est multiple de o, (k)). Il s’agit bien de p — 1
racines non congrues modulo p. Par le théoréme de Lagrange, on a donc bien A > p — 1.
Conclure que g est d’ordre ¢(p).

On a trouvé A < ¢(p) et A > p —1 = p(p), donc A = p(p). Ainsi, g (qui a pour ordre A), est
bien d’ordre ¢ (p). C’est une racine primitive modulo p.

(4) Conclure sur le nombre de racines primitives modulo p.

On a montré que s’il existe une racine primitive, alors il y en a exactement ¢(p — 1). On a montré

qu’une racine primitive existe, il y en a donc exactement p(p — 1).

Partie XIV — Racines primitives modulo une puissance d’'un

nombre premier

On a montré I'existence de racines primitives modulo un nombre premier p. On va montrer que pour

k > 1, il existe une racine primitive modulo p*.

(1) (Prérequis sur les polyndmes®) Montrer que pour tout N > 1, il existe un polynéme Q(X) a
coefficients entiers tel que

1+X)VN =1+ NX + X2Q(X)

Par récurrence sur V. Pour N = 1, c’est évident avec Q(X) = 0. Puis,

(14 XN = (14 NX + X2Q (X)) (1 + X)
=1+ NX + X2Qun(X) + X + NX2 + X3Qn(X)
=1+ (N+1)X + X*(N +Qn(X) + XQn(X))

donc Qn 41 (X) = N + Qn(X) + XQn(X) convient et est bien a coefficients entiers.

®Le lecteur ayant connaissance de la formule du bindme de Newton reconnaitra immédiatement qu’il s’agit ici d’'un
énoncé plus faible de celle ci.
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(2) Montrer que pour tout n € N,

(1 +p)p" =1 +pn+1 (modpn+2).

Indication: procéder par récurrence sur n.

On procede par récurrence:

e Pour n = 0, c’est immédiat.

+ On suppose que

puisque p2™*Y) =0 (mod p

(1 _i_p)p” =1+ pntl (modp"”).

wanr™ = 4oy

p
= (1 +p" (1 -l-pq))
X

=14 p""2(1+pq) + p> ™V (1 + pg)?Q(p"*%(1 + pq))
=1 +pn+2 (modp"+3).

"3) pour n > 1.

(3) On rappelle que <p(pk) = (p — 1)p*~! (voir Partie XI).

(b)

(©

(d)

k-1

Montrer que 1 + p est d’ordre p*~! modulo p*. Indication: Calculer (1 + p)?" " et (1 + p)?
modulo p*.

(1+p)?" " =1+p" 1 £ 1 (modp*)

(1+p)P  =1+pr= (mod p*)

Donc, d’apres (XII 3.a) et (XII 3.b), on a 0, (1 +p) | p*~1 mais o, (1+p) } pF72. Les seuls
diviseurs de p*~1 sont les p? pour £ < k — 1, et le seul d’entre eux qui ne divise pas p*~2 est
ph- ! donc o,k (14 p) = pFt

Soit g une racine prlmltlve modulo p. Montrer que pour tout 0 < £ < p — 1, pk { ge —1,etque
p | ¢! — 1. En déduire qu’il existe £ tel que g est d’ordre p — 1 modulo p*.

Onao,(g) =p— 1donc
VOo<fl<p—1,p}tgt—1

ce qui implique automatiquement p* } g — 1 pour 0 < £ < p — 1. Puis, "' = 1 (mod p)
doncp | g?~! — 1. Parailleurs, 0,x (g) | ¢(p*) = (p — 1)p*~'. Ainsi, il existe d | p — letk’ <
k tel que o, (g) = dp* . Ona

ph | g%t —1
’ ’ K’
donc gdpk =1 (modp) or gdpk = (gd)p = g¢ (mod p) (petit théoréme de Fermat) donc
g% =1 (modp) d’ot 'on tire d =p—1 et o,(g) = (p— 1)p*". On prend £ = p* pour
trouver ’élément g* d’ordre p — 1.

Montrer que (p — 1) A p*~! = 1. En déduire qu’il existe une racine primitive modulo p*.
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Si ¢ est un nombre premier divisant p* ! etp — 1 alorsg=p,orpAp—1=1(carp — (p —
1) = 1 donc ¢ ne peut pas diviser p — 1. Ainsi, aucun nombre premier ne divise p — 1 et p*~1,
d’ott (p —1) ApF~1 = 1. On a vu en (XIIL3.a) que I'on peut trouver un élément qui a pour

ordre le PPCM de deux autres ordres. Ici, le PPCM de (p — 1) et p*~! est gp(pk), ce qui conclut.

Partie XV — Convolutions et inversion de Mobius

On appelle fonction arithmétique toute fonction f: N* — R. Si f et g sont des fonctions arithmé-
tiques, on définit leur convolution de la maniére suivante:

VneN, (fxg)(n)=>_ f(d) ()

d|n
(1) Montrer que si f et g sont des fonctions arithmétiques, f x g = g * f.

Soit n € N*. Alors d | n si et seulement si % est un entier, auquel cas n = d% et % divise n. Ainsi,

n

les diviseurs d de n sont exactement les 7 pour d divisant n. Les sommes suivantes sont donc

bien égales:

(o) = 3 1 () = 31 (3 o) = (= 1))

(2) On note ¢, la fonction ar1thmet1que telle que 6;(1) = 1 et 6;(n) = 0 pour tout n > 1. Soit f une
fonction arithmétique. Montrer que f x §; = f.

On sait que f x §; = d; » f. Regardons plutot cette deuxiéme forme. Pour n € N*, la somme porte
sur d | m. Sid > 1, alors 6, (d) = 0, ce qui laisse comme unique terme restant dans la somme le
terme pour d = 1 (qui est bien un diviseur de n). Il reste donc
n
(6% £)(n) = 6, ()F (T ) = F(m).
(3) On note 1 la fonction arithmétique constante égale a 1 et u la fonction arithmétique appellée
fonction de Mébius définie par

0 sin est divisible par un carré parfait différent de 1
Vn € N, u(n) =<1 sin est produit d'un nombre pair de nombres premiers distincts
—1 sin est produit d'un nombre impair de nombres premiers distincts.

(a) Si E est un ensemble fini, on note card(E) sa cardinalité (sa taille). Montrer que si P =
{p1,---, P, } est un ensemble fini de nombres premiers deux a deux distincts, alors

p(pyopy) = (—1)@dP),
Le terme (—1)* vaut 1 lorsque k est pair, —1 sinon. On trouve donc bien exactement
w(py--p,) = (—1)" siles py, -, p, sont deux a deux distincts. Dans ce cas, r = card(P).

(b) Soitn > 1 un entier dont la décomposition en facteurs premiers est p’fl --p¥s. Montrer que les
diviseurs d de n tels que u(d) # 0 sont exactement les produits p]---p,. avec {pj, -, p,.} un
sous ensemble de {p;, -, ps }.

Les diviseurs de n sont les entiers de la forme d = p’fg ---pfg avec 0 < k; <k, pour tout 1 <
i < 5.Sik, > 2, alors d est divisible par p? et automatiquement j(d) = 0. Il reste k, < 1 pour
tout 4, ce qui correspond exactement aux produits décrits dans I’énoncé.

(c) Notons P I’ensemble des nombres premiers divisant n > 2. Montrer que
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Sould)= 37 (1

d|n DcP

La réécriture découle immédiatement des deux questions précédentes.
(d) En déduire que

> oud)=k—1¢

d|n

ou k est le nombre de sous-ensembles de P de cardinal pair et £ est le nombre de sous-ensenbles
de P de cardinal impair.

On peut séparer la somme de la maniére suivante:

Z (_l)card(D) _ Z (_1)card(D) + Z (_1)card(D) —k—/
—_—

DcP DcP ~ DcP T
card(D) pair - -

card(D) impair
(e) Soit p € P fixé. On forme des couples (S, S U {p}) de sous-ensembles de P, avec S un sous
ensemble de P ne contenant pas p. Montrer que chaque sous-ensemble de P figure dans I'un
des couples et uniquement dans celui ci, et que chaque couple contient un ensemble de cardinal

pair et un ensemble de cardinal impair.
En déduire que k = 4.

Soit D C P. Si D contient p alors le couple correspondant est (D \ {p}, D), sinon le couple
est (D, DU {p}). Puis, chaque couple (S,S") contient un ensemble de cardinal card(S) et
un ensemble de cardinal card(S”) = card(S) + 1 donc I'un est pair et I'autre impair. On en
déduit immédiatement que les sous ensembles de cardinal pair peuvent étre couplés aux sous-
ensembles de cardinal impair, de sorte que k = etk — £ = 0.

(f) Montrer que p* 1 = 4;.

Soitn >1.0na

(x1)(m) = 3 pld) = k— £ =0 = 6,(1),
d|n
et (ux1)(1)=p(l)=1=104,(1)donc px1 = 4.
(4) Soient f, g, h trois fonctions arithmétiques. Montrer que (f x g) x h = fx (g x h).

Réécrivons la condition de divisibilité sous forme de condition sur des produits. Soit n € N*

(F )W) = S (F+@h(5) = 3 (Fx9@hs) = 3 3 F(e)g(d)h(b)

d|n

ab=n ab=n cd=a

= Y fe)g(d)h(b)

cdb=n

= Y f@)g(h(d)

acd=n

=Y Y flageh(d) = fla) Y gle)ad) =) fla)(gxh)(®b)

ab=n cd=b ab=n cd=b ab=n
= (fx(g*h))(n)

(5) En déduire la formule d’inversion de Mobius:
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Vn e N, g(n) = 3 f(d) <= Vn € N, f(n) = Zu(d)g(%).

d|n d|n

La premiére condition s’écrit g = f * 1,1la seconde s’écrit f = pu * g(= g * ). On a montré que p *
1=0,doncsig= fxLalorsgrxpu=fxLlrxpu=f*(u*xl)=f*d, = f.Réciproquement, si
f=g*xpalors fx1l=g*(uxl)=g*d; =g.

(6) Montrer 'identité

Vn e N* o(n) = Zu(d)g
d|n

On a montré (voir Partie XI) que id = ¢ x 1 ot id : n I n. La formule découle immédiatement de
I'inversion de Mobius

Partie XVI — Résidus quadratiques et symbole de Legendre
On appelle résidu quadratique modulo n > 1 les entiers 0 < k£ < n tels qu’il existe z € N satisfaisant
22 = k (mod n). On dit que z est une racine carrée de k£ modulo p.

Dans toute la suite, p et g sont des nombre premier impairs.
(1) Montrer que pour tout a, b entiers,

ab=0 (modp) = a =0 (modp) ou b=0 (modp).

ab=0 (modp) < p|ab<p|a ou p|bcarp estpremier.
(2) En déduire que pour k € N, 22 = k (mod p) admet au plus deux solutions dans 1’ensemble

{0, P — 1}‘

SiI’équation n’admet pas de solution, il n’y a rien a faire. Supposons qu’il existe une solution que

2:

l’on note a. Alors, a (mod p) de sorte que I’équation est équivalente a

(x —a)(z+a) =0 (modp).

Par la question précédente, les solutions z satisfont £ = a (mod p) ou x = —a (mod p) de sorte
que dans I'ensemble {0, ---,p — 1}, les seules solutions sont a et p — a.
(3) Soit g une racine primitive modulo p.
(a) Montrer que le résidu modulo p de g™ est un résidu quadratique modulo p pour tout m > 0.
Combien il y a-t-il de résidus de cette forme ?

g*m = ( gm)2 (mod p) donc le résidu de g™ est une racine carrée du résidu de g™ modulo p.

Comme g est une racine primitive, ’ensemble des résidus non nuls modulo p est exactement

I'ensemble des résidus de 1,g, g2,---,g? 2. Ici, comme p est impair, on a pris en compte
. . 1, .
1,4% g*, -, gP 3 ce qui donne = résidus.

2
2m+1

(b) Montrer que le résidu modulo p de g n’est pas un résidu quadratique modulo p, pour tout

m > 0. Combien y a-t-il de résidus de cette forme ?

Supposons que ¢g>™*! = 22 (mod p). Alors, il existe £ tel que z = g* (car  n’est pas nul

modulo p). On trouve:

92m+1 = 926 (modp)

2m+1—2¢4 =1 (

soit encore g mod p) donc 0,(9) =p —1 | 2m +1— 2¢ ce qui est impossible

2m+1

car p — 1 est pair et 2m + 1 — 2/ est impair. Dong, le résidu de g n’est pas un résidu

quadratique.

25



Comme a la question précédente, on a listé les 25~ résidus non nuls restants.

¢) En déduire qu’il v a exactement 2= résidus quadratiques.
quily 3 q q

On a vu que k est un résidu quadratique si et seulement si il peut s’écrire k¥ = ¢g>™ (mod p), et
on a vu que cela constitue exactement p—;l résidus.
(d) Montrer que pour un résidu non nul k, on a

=1 _ [1 (modp) sik est un résidu quadratique modulo p
k= = . L. i
—1 (mod p) si k n'est pas un résidu quadratique modulo p

Indication: Montrer que g" = —1 (mod p).

Si k est un résidu quadratique, on note x une racine carrée de k modulo p et
k"2 = 2P 1 =1 (modp)

par le petit théoréme de Fermat.

2m+1

Si k n’est pas un résidu quadratique, alors il s’écrit k = g (mod p) et

k' = g@m+)Er = gm-D+P = ghy (mod p)
Puis, g%1 est solution de xP~* = 1 (mod p) (petit théoréme de Fermat), et cette équation s’écrit
(mp%l — 1) (wp%l + 1) =0 (modp).
donc ngf1 vaut soit 1 soit —1 modulo p. Comme g est une racine primitive, o,(g) = p — 1 donc

gp%l # 1 (mod p) ce qui montre le résultat.

Lorsque p est un nombre premier impair, et k¥ un entier non multiple de p, on appelle symbole de
Legendre 'entier défini par

E _J1 silerésidu de k est un résidu quadratique modulo p
p) | —1 silerésidu de k n'est pas un résidu quadratique modulo p

(4) Montrer les relations suivantes:
(a) Pour a, b non nuls modulo p,

ab p—1 p—1_ p—1 a b
— | =(ab)z =azbz =|—-||—-| (modp
() = (3)(5) ot
Et le résultat découle car les seules valeurs possibles du symbole de Legendre sont +1.
(b)
—1\ _J1 sip=1(mod4)
p ) |—1sip=3(mod4)

(Z1) = 0% (modp)

donc le symbole vaut 1 si et seulement si p—;l est pair, c’est a dire si4 | p — 1 ce qui équivaut

ap=1(mod4).Sip# 1 (mod4) alors comme p est impair, p = 3 (mod 4).
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(5) On va montrer le lemme de Gauss pour les symboles de Legendre: Si a est un entier non multiple
p—1

de p et si s est le nombre de résidus modulo p des entiers a, 2a, 3a, -, 5~a qui sont strictement

supérieurs a £, alors

;. . —1 . ;. . N
On note uy, -, u, les résidus des entiers a, 2a, 3a, -, pTa qui sont supérieurs (strictement) a %.

On note vy, ---, v, les résidus restants.

(a) Montrer que les u;, v; sont inversibles modulo p, puis que les u; sont deux a deux distincts, de
méme que les v; sont deux a deux distincts.

Les u;, v; sont inversibles car résidus d’entiers de la forme ja avec j inversible et a inversible.
Puis, clairement u; = u; est impossible de méme que v; = v, car sinon on a une relation du
type na = ma (mod p) avec n £ m (mod p) et a inversible.
(b) Montrer qu’il n’existe pas de couple (4, j) tel que p —u; = v; (modp). En déduire que les
. . p—1 ,
entiers p — uy, -, p — U, Vq, -+, VU, sont exactement les entiers 1,2, -+, 5~ (éventuellement
dans le désordre).

p —u; = v; (mod p) donne une relation du type —na = ma (mod p) avec n # m (mod p) et

a inversible, ce qui est impossible car n et m sont dans 'ensemble 1,2, ---, p—;l.
On a donc 22 résidus tous inférieurs ou égaux a prl et deux a deux distincts. On a donc
exactement 1,2, ---, prl.
(c) Montrer que
_(p—1
(—1)%uqug - u v vy, v, = (T)' (mod p).
p—1
(0= wr)(p — )y, = (2 )!
vu ce qui précéde et p — u; = —u,; (mod p) donc on trouve 1’égalité demandée en passant au
modulo p.
(d) Montrer que
- -1
Uy UV 0y = o’z (pT)' (mod p).
On a choisi les u,;, v; précisément pour énumérer les a, 2a, ---, p%la modulo p. On en tire donc

immédiatement

1 ,ap—1
Upe+ U VgV —a 2a-2 5 a=a"7T (%)' (mod p).
(e) Conclure.

Vu ce qui précede:

donc

et
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ce qui conclut car

(6) Nous allons montrer que

(a) Montrer que

(b)

(©)

Indication: Utiliser le lemme de Gauss.

Par le lemme de Gauss, il suffit de montrer qu’il y a p—gl — | & résidus supérieurs & § parmi
ceux des entiers 2,4, -+, (p — 1). Comme ces entiers sont leurs propres résidus, il suffit de

compter ceux qui sont supérieurs a £.
Ilya ”2;1 entiers dans la liste 2,4, -+, (p — 1), auxquels il faut enlever ceux qui sont < £.1Ils

1
est équivalent a k¥ < |%]. 11y a donc exactement | % | entiers k qui conviennent entre 1 et [ £,

sécrivent 2 < 2k < £ soit encore 1 < k < % et comme £ n’est pas entier (p est impair), k < §

ce qui donne

5L

p

résidus supérieurs a 5.

Montrer que nour tout entier n,
n—1 n n?—1 (n+8)—1 n+8 (n+8)2—1
—| == d2) <= — = d2).
7 |3) =5 (mod2) 2 { 4 J g (mod2)
(n+8)—1 Ln+8J n—1 n n—1 n
[ e - e 3
2 4 2 o 4+ 2 + 4 +
n—1 n
=— +LZJ (mod 2)
et
2_1 2 1 2_1 2_1 2_1
(n+88) _ 6n8+8 :n8 +ont+8=" (mod 2)

Donc les deux équations modulo 2 sont bien équivalentes.
En déduire que pour tout entier impair n,

n;l_LnJ :n28—1 (mod 2).

4

Sil’équation est vraie pour un entier impair n, elle est vraie pour n 4 8. Il sera donc suffisant
de vérifier pour n = —3,—1,1,3. Pourn = —3 on a
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2
et
-1 8
n _8_
8 8
et 1 = —1 (mod 2). Méme principe pour les trois autres valeurs.

(d) Conclure.

On sait

et la valeurs de (—1)% ne dépend que de la valeur de ¢t modulo 2. Ainsi, il est suffisant de
montrer que

P[] = e

ce qu’on vient de faire a la question précédente.
Partie XVII — Loi de réciprocité quadratique

Dans toute cette partie, p et ¢ désignent des premiers impairs distincts. L’objectif est de montrer le
résultat suivant, connu sous le nom de loi de réciprocité quadratique:

()

(1) (Lemme préliminaire) Dans cette question, a est un entier impair non divisible par p. On va montrer

(5)-cn
)

On reprend les notations utilisées pour le lemme de Gauss (question (XVL5)): on note uq, -, u

avec

T(a,b) =

<.
Il N
—

S

(resp. vy, -, v,) les résidus modulo p des entiers a, 2a, -, p—gla supérieurs a £ (resp. inférieurs a £).
(a) Montrer que
p=1 p—1
2
RSN IS RIS o
J=1 J=1

Indication: Faire la division euclidienne de ja par [%J pour chaque j.

On applique I'indication: chaque division euclidienne donne une équation de la forme
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(©

(d)

, Jja
Ja=p ? +7r;

avec ja = r; (modp) et 0 < r; < p donc r; est un résidu congru a un ja, donc de la forme w;,

ou v,, et chaque u; ou v; apparait comme r; exactement une fois. On fait la somme pour 1 <

j<kB 51 pour obtenir exactement I’égalité demandée.

Montrer

On sait que l'ensemble des 1 < j < p%l est exactement l'ensemble des p —uq, -+, p —
ug, Vg, -, vy de sorte que

E = t = 3
7= (p—uj)—i—ZvJ:ps— uJ—i— U;
7=1 7j=1 7j=1 7j=1 7j=1

En déduire que

p—1

2 S
(@a—1)> j=pT(a,p) —ps+2) u,
k=1 k=1

On soustrait les égalités que ’on vient de trouver:

p—1 p—1 p—1 p—1
. 2 2 2 2
p =1 =1 =1 =1

ce qui apres simplification donne

p=1 p—1 p—1
2 2 2
§ Ja — J=
j=1 7j=1 Jj=1

2 2 . 2
ja
(a—1)) j=p {EJ —ps+2Zu]
=1 j=1 =1
_,—/
=T(a,p)

Conclure en montrant que T'(a,p) = s (mod 2).

On reprend 1’égalité précédente modulo 2. On sait que p = 1 (mod 2) (p est impair) et a =
1 (mod p). Il reste:

0=1-T(a,p) —1-5+0 (mod?2)

donc T'(a,b) = s (mod 2).

(2) (Preuve de la loi de réciprocité quadratique) Soient p, ¢ deux premiers impairs distincts

(@)

(b)

(©

Montrer qu’il y a p%l . % paires d’entiers (z,y) telles que 1 < z < p%l etl<y< q%l.

Pour le premier entier, il y a p—;l choix, pour le second il y en a q;21. Il y a donc au total 1’2;1 .
%1 choix.
Montrer que pour de telles paires, on a jamais gz = py.

Sigxr = pyalorsq | pydoncq | pougq | y. On sait que g ne divise pas p car ce sont des premiers
distincts, et ¢ | y est absurde car 1 <y < q.
Montrer qu’ily a T'(g, p) paires telles que gz > py.
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Soitl1 <z < p—gl. On va compter le nombre de valeurs de 1 <y < p—gl telles que gz > py.

Cette derniére condition impose y < % soit encore y < L%J car % n’est pas un entier (q est

premier avec p et x est premier avec p donc gx est premier avec p qui n’en est donc pas un

diviseur). Il y a donc L%J valeurs possibles de y a x fixé.

On prends pour x toutes les valeurs j = 1, -+, ”2;1 et on obtient:

-1

1 {%J =T(q,p)

'S

=
(d) En déduire que
p—1 qg—1

T(q,p) +T(p,q) = 3

L’ensemble des paires (z,y) avec 1 < z < pr1, 1<y< % est au nombre de p%l . q%l. Ona
vu que pour de telles paires on n’a jamais py = gx donc on a toujours gx > py ou gz < py. Il
y aT(q, p) paires telles que gz > py, et avec le méme raisonnement, il y a T'(p, q) paires telles

que qr < py.
(e) Conclure.

qa/ \p
(3) Montrer que 103z + 78 = y? n’a pas de solutions entiéres (x,y). On admettra que 103 est un
nombre premier.

Si (x,y) est solution alors y? = 78 (mod 103), et réciproquement. Il faut donc montrer que
(ﬁ> = —1. La décomposition en facteurs premiers de 78 est 2 x 3 x 13 donc

()~ ()~ ()~ (32)

() (32) () () ) ) v

donc (%) = —1, ce qui conclut.

On sait que

et

Partie XVIII — Lifting the exponent

On appelle Lifting the exponent lemma ou lemme LTE le résultat suivant: si p est un premier impair
divisant a — b mais ne divisant ni a ni b, alors

v, (a™ —b") = v,(a —b) +v,(n).
On rappelle I'identité suivante: pour tous a, b et tout n > 0,
a”—b"=(a—b)(a" ' +a" b+ 4 ab" 2+ b").

(1) Donner une justification rapide de I'identité rappelée.
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On développe le membre de droite: on a
a™ + anflb +itoa- bnfl _ banfl _ b2an72 BN N

et chacuns des binomes a”b¥ avec x,y > 0 apparait deux fois avec deux signes différents, donc
tous les termes s’annulent sauf a™ et —b™.
(2) Dans cette question, p } n, et satisfait les conditions du lemme LTE. Montrer que

a1 +a"2b+ -+ 0" =na™! (modp).

En déduire que p ne divise pas a" ! + @™ 2b + - + "}, et conclure que le lemme LTE est vrai
lorsque p ne divise pas n.

Onap | x —ydoncz =y (mod p) ce qui donne
a" P +a" b+ -+ =0 +a" 2 a+ - +a" ! =na™! (modp)
or n est inversible modulo p et a aussi, donc na™ ! # 0 (mod p). Ainsi,
v,(a" —b") = vy (a—b)+uv,(a" P+ + ") =v,(a—b) =v,(a—b)+v,(n).

ce qui conclut.
(3) Soit p un premier impair divisant a — b mais ne divisant ni a ni b.
(a) Montrer que p divise a?~! + aP~2b + --- + abP~2 + bP7L,

Le terme vaut pa?~? = 0 (mod p) (voir question précédente).
(b) Notons k = b;fa (c’est un entier). Montrer que pour 1 < ¢ < p,ona

btaP~17t = aP~! + tkpaP~? (mod p?).
Indication: Utiliser la question (XIV.1) avec X = %
La question (XIV.1) donne
1+X)VN=1+NX+ X?Q(X)

avec Q(X) un polynome a coefficients entiers. On prend X = £ pour obtenir
A Y
v (1 + —) =(x+y)N =2V + NoV-1y + xN_2y2Q(—>
x x
et Q est de degré au plus N — 2 car (1 + X)¥ est de degré N. On en déduit que
R(y) =2"7'Q (g)
x

est une expression polynomiale en y a coefficients entiers lorsque x est entier.

On prend N =t,y = kp et x = a pour trouver

btapflft _ (a + kp)tapflft _ apfl + apflfttatflkp + apflftk2p2at72Q (@)
a

——————
€L

= aP~! + tkpaP~? (mod p?)
(c) En déduire que
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(d)

a? 1+ aP72h 4 -+ abP 2 + P #£ 0 (mod p?)

puis que le lemme LTE est vrai pour n = p.

Indication: On pourra utiliser librement que 1 +2 + -+ (p — 1) = %.

On utilise le résultat précédent:

a?~t +aP 2+ -+ abP 2 + bP 2

a?~! + (a?7! + kpaP~2) + (aP~! + 2kpa?~2) + - + (aP + (p — 1)kpa?—?)
= pa? '+ (1+2++ (p—1))kpa??

—1
= paP~! + kaanp*Q = pa~! # 0 (mod p?).

On a donc montré que v, (a?~! + aP~2b + - + bP~2) = 1 ce qui montre bien le lemme pour

P
n = p car dans ce cas v,(n) = 1.

Notons a = v, (n). Montrer que
v, (a" —b") = v, (aP” —bP").
En déduire que le lemme LTE est vrai pour tout n.
L’égalité demandée provient de la question (2): n = p®m avec p t m donc
vy(a™ —b") = v, ((a?*)™ — (7)) = v, (a?” — bP")
car si p divise @ — b alors p divise a?” — bP” (par I'identité rappelée), et bien siir p | a?”, bP".

Il est donc suffisant de montrer le lemme pour n = p® (car v,(n) = a = v,(p*)). Vu ce qui
préceéde,

vp(apa e vp<(apa71)p — (bpafl)p> =, (apCH — bpafl) +1

En continuant le raisonnement, on trouve

a—1

v, (a?" — bP") :vp(ap _bp‘“l) +1=-=v,(a—0)+a.
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