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Dans tout le cours, les éléments explicitement au programme sont précédés par Théoréme, Définition,
Propriété, Proposition. Les remarques, corollaires et conséquences sont généralement importants. Les
Résultats ou éléments démontrés sans indication quant a leur nature sont des compléments de cours
(hors programme). Tous les compléments de cours ont leur intérét, mais il n’est pas nécessaire de tous les
connaitre.

Les démonstrations manquantes sont jugées suffisamment facile & retrouver rapidement. Lorsqu’une
démonstration est admise, elle apparait toujours sous la forme :

Démonstration. Admis(e). O
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1 Développements limités — Rappels

Cette section ne contient que des rappels de sup.
Définition (Développement limité).
Un développement limité de f : V — R a l'ordre n au voisinage V de a (qu’on abrégera DL, (a) de
f) est une écriture du type :
fl@)=ap+a(zr—a)+- -+ an(z—a)" +o.((x —a)")

partie polynomiale
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Remarque.

| Lorsquun DL, (a) existe, il y a unicité de la partie polynémiale.
Remarque.

Les DL usuels sont a connaitre.

2 n
C=ltrt .+
2 n!
3 5 2p+1
x x x
Mz =2— o 4o (1)
sinx =2x 3!+5!+ + ( )(2p—|—1)!
x? ozt 2P
=1——+ —+... —1)P
cos T TRV + ( )(2;0)!
1
1—:1+x+x2++x3+...+x”
—z
2 3 4 n
x x x x
m(l-g)=-g— > -2 2 _ -
nl-e)=—r-5 -5 -7 n
22

(I+a)*=ltart+ala—1)5+...

+ala—1)...(a=n+1)

Définition (Voisinage).

VeV (a).

Si Ve ¥(0) et si pour z € V \ {0}, f(z) = ao + a1z + apa? + op(x?), ap # 0 et p > 2 alors

e f est prolongeable en 0 et f(0) = ag
o f est dérivable en 0 et f/(0) = a1

e y = ag + ajx est I’équation cartésienne de la tangente au graphe de f en 0

o f(x) —ap — a1z a le méme signe que a,z? au voisinage de 0.

Remarque.

+oo(z™)
+00 (2?1
+oo(z7)
+oo(z™)

+oo(z")

+OO (l’n)

Les régles de calcul sont aussi & connaitre (vues en sup : composition, troncature, multiplication)

Un voisinage de a € R est un intervalle du type Ja — €,a 4+ €[. Si V est un voisinage de a, on note

f admet un DL (a) si et seulement si f est dérivable en a. Ca n’est pas vrai pour les ordres supérieurs

de dérivation.
Exemple. On pose

1 1
tr €| - 0} — — — —
fioel=mal\{op— - - ——
et on a (en utilisant les DL usuels et les régles de calcul)
VeeDy, f(z)= - ! 1(1 <1+x2+ (2)
T 5 r)=--—-————5= — — — onlx
f x xTr — 7:'373 -+ 00(:1;3) X 6 0

donc f est prolongeable en 0 avec f(0) =0, f/(0) = _%'

La fonction f est €' sur son domaine de définition, l'est-elle en 07 On a

Vo € Dy, f@)=-5+-F-==

x sin® x T

1 cos T 1 14 1—“‘4224—00(%2)
(1— % + 0p(22))?

donc f est €' en 0

1
i +00(1)

)> - —éx + 00(x)

—
x—0 6

Chapitre I : ANALYSE ASYMPTOTIQUE
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2 Taylor-Young

Théoréme (Taylor-Young).
(H) fe%"(VeV¥(O).R)

©

Ve eV, f(z) = Z %xk + 0p(z™)
k=0
Remarque.
| On n’a en fait besoin que de f € 6"~ (V,R) et f(»~1) dérivable en 0
Remarque.

On ne peut en général pas dériver termes a termes. Si f est €™, on peut dériver termes a termes pour
obtenir le DL,,_1(0) de f’.

Exemple (a). Pour obtenir un DL3(1) de arctan, on note f = arctan et

=5 Fm=g  SO=-5  fOa=
donc
vee]-2: 2] S At S ) S Gt PP
2'21 4 2 4 12 !

Exemple (b). On note f € €°([-1;1],R) telle que ¥Yn € N*,

f@:wﬁlﬂﬁ

1+4/1+2
V1t -
= f
n
2020
1/2\ 1 1
- <k>nk+0+°°( 2020)>
k=1
2019 f(k)(()) 1 1
- kT oo org)
k=0

Puis n — +00 donne

et nf(1/n) avec n — 400 donne

et en itérant on obtient

(210/220> L

= 2019

3 Utilisation standard des développements limités

a) Calcul de limite

On va calculer
% — (sha)®

=0+ (sinz)® — gsine

Chapitre I : ANALYSE ASYMPTOTIQUE
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Et on a
xS 3 SCS 3
shx:erFJrOo(x) sinx:xwaLOo(IE)
donc, apres calculs,
xsha,'_(shx)w B %Slnx—FOO(.TngI)— %+00(1'3) .
(sin z)m — psinz —Txg + 00(£E3) + % Inz + 00(;33 lnx) 0+

b) Développement limité d’une réciproque

Exercice.
| Soit x € R. Montrer 3l (x) = yE R, e*TY +y = 1. Montrer que 1 admet un DL3(0) que 1’on donnera

Résolution (Idée 1). On étudie y — e*T¥ + y — 1 & z fixé. Probléme : comment trouver un DLy en
z? O

Résolution (Idée 2). «On perturbe le probléme.»
et py=1<«= eWiaosty=14+1 <= pr+y) =142

avec @ : t — e' +t € €°°(R, R) strictement croissante de dérivée jamais nulle. C’est donc une bijection
de R dans R de bijection réciproque dérivable :
—1/ _ ]-

@ ot
donc =1 € 62 (en fait €°°) donc ¢~ admet un DLy (a) en a € R.

® c 6!

On a ¢(z) = —z + ¢~ 1(1 + x) donc ¥ a un DLy(0). Donc on écrit
Y(x) = ag + a1z + agz® + op(z?)

et 2 2
Vip(@) = 1) = —p(@) + 1+ z =~z 5 +oo(a?) =¥ <2x +5 OO(xQ))
donc
x? 2 a1 2 2
—x—!—;—!—oo(z ) = a0+ 2a1z + (3 —|—4a2>x + 0p(z7)
et on identifie les coefficients O

4 Utilisation non standard des développements limités

a) Calul de primitive

On veut calculer une primitive de
1

— .
12019(1 +£E2)

On a
1010

F(l‘) _ Z(_l)kx2k72019 _|_00(1,)
k=0

donc
1009

F(x) _ Z(il)k$2k72019 _ 00(1)
k=0
est une fraction rationnelle sans partie polaire en 0, donc

1009
Z(_l)kak—ZOIQ
k=0
est la partie polaire de F' en 0 et
1009
_ +4
F(z) = _1)kp2k—2019 | O
(€)= Y (DS S

et en injectant i, ai + 5 =i d’out @ = 1, 8 = 0. Puis on peut intégrer termes a termes

Chapitre I : ANALYSE ASYMPTOTIQUE
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b) Développement limité d’un terme général

On note f une fonction 62 sur un voisinage V de 0 telle que f(0) = 0. On définit pour n suffisament
grand,

On va faire 1’étude de u,.

E\ SOk f70) k2 K2 k
Vke[l,nﬂ, f(n2 = n2 + 9 H A ﬁ N e\x mo
donc
FO)N~ IO~ Ly~ (K f'(0)
Un= "2 R+ 2n4 Zk +sz n2) notoo 2
k=1 k=1 k=1
—0 —0 car € bornée

c¢) Polynéme sous contrainte

Exercice.
Trouver un polyndéme P, tel que P2(z) = 1+ x + op(2™). En déduire une racine carrée de

Démonstration.

k=1
convient et
A=r 4+ (301 N?=0
o -9 =3) N
—_——

=N

def
donc P}(N) =1, + N + NT2 = I, + N = A donc P;(N) convient. O

d) Formule combinatoire

On va montrer que si 0 < m < n alors

On écrit

ek (1) 10 beks = o o))" =+ onfe”)
et pour m < n, on identifie le coefficient de ™ (il est nul). Sinon, n = m et le résultat est le bon.

5 Majorer, minorer, encadrer

a) Rappels

Chapitre I : ANALYSE ASYMPTOTIQUE
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b) Sommation terme a terme

Sia; <by,---,a, < b, alors
ar+--ta, <by+---+by

avec égalité ssi a; = by, - - a, = b,. Le résultat se généralise identiquement aux séries convergentes.

Exemple. pour n > 3,

et en sommant,

c) Inégalité de Cauchy-Schwarz
On va montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz de deux manieres différentes
Identité de Lagrange. On note a1, - ,a,,b1, -+ ,b, € R.
n n n
<Z af) . (Z b?) — (Z aibi> Z Z a2b2 aibiajbj
i=1 i=1 i=1 i=1 j= 1?{?

= Z 2b2 + a2b2 2aibiajbj

i<j

= Z(aibj - ajbi)2 2 0

i<j

Utilisation de ’homogénéité. On suppose les b; non tous nuls. On pose

e () () (S

On a, pour A\, = 0, f(Aa, ub) = \2u?f(a,b) de méme signe que f(a,b). Il existe A, u > 0 tels que

n n

D Naf=D Hu=1

i=1 j=1

de sorte qu’on peut supposer sans perte de généralité

S =3 =
i=1 j=1

aerbf
2

Puis |a;b;| < donc

i: |aibz‘| < ﬂ —
i=1
d’ou @

d) Inégalités fonctionnelles
Montrer quesi 0 <p<letfe [0; g] alors
cos? 6 < cos(ph)
On pose
fp:0€ [0; g] — — cos? 0 + cos(pb)
de sorte que

f,(0) = —psin(ph) + psin @ cosP ™10

or sin(pf) < sin @ < sinf cos?P~! § donc [p(0) = 0 et f, croissante, ce qui conclut puisque f,(0) =0

Chapitre I : ANALYSE ASYMPTOTIQUE
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e) Inégalité de réordonnement

On note

N A
N A

ai
b
So' d:ef ; aiba(i).

S, est maximal pour o = id, et minimal pour 6 = (n n—1 --- 1). On suppose que o maximise S,. On
note ¢’ = (1 (1)) o o donc

et 0 € ©,,. Puis, on définit

Syr = Sg = a1b1 + a-1(1)bs(1) — a1bg(1) — Ap-1(1)b1 = (a1 — ag-1(1)) (b1 — by(1y) =0

donc on peut supposer o(1) = 1. En itérant, o = id est maximisante. On procéde de la méme maniére
pour la permutation minimisante.

1
Exemple (Application 1). On note f : N* — N* bijective. On cherche la nature de Y, ———. On note

nf(n)
ap < --- < ap les éléments f(1),---, f(n) ordonnés. Alors
zn: 1 <L+ i<i+ _~_i<g(2)
pt kf(k) = nay a;  n? 12 °
donc la série converge.
Exemple (Inégalité AM-GM). On note z1,--- ,x, > 0, et on note
1 n
f(xla 7xn)—ﬁzxz \/sz
de sorte que f(Ax1, -, Az,) = Af(z1,- -+ ,2,) pour A > 0 donc on peut supposer [[z; = 1. En notant
i 1
ap — Hl‘l bi = 672
1=1
on a

n:a1b1+"'anbn<a1bn+a2b1+"'+anbn71:x1+"'+xn
~——
xry o

ce qui conclut.

f) Echelles de références
Définition (Rappels).

Si f et g sont définies sur un voisinage de a € R alors

f(x) =o04(g9(x)) = V' CcV,V €¥(a),Ie: V' - R,Voz € V', f(x) = e(x)g(x) et e(x) —— 0

f(@) = Oalg(x)) = 3IM > 0,3V C V.V €V(a), Vo € V', |f(x)| < M|g()]
f(x) ~g(z) <= [(z) = g(x) + 0u(g(2))

Exemple.
2z’ =o0p(z* |Inz|?) <= a>ad’ ou a=d et B<p

z%(Inz)? = o+oo(ac“/(lnac)ﬁ/) <~ a<d ou a=dep<pf = (a,8) < (o/,5")

Conséquence 1. (z € R% — 2%|Inz|?), 4 est une famille libre (pour une famille finie, on ordonne
(o1,$1) < -+ < (an,Bn) et on prend la limite en 400)
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6 Suites numériques

a) Caractérisation de la borne supérieure

Théoréme.
@ od#ACR, MeR.

@ Il y a équivalence entre
(a) M =supA
(b) M majore A et Ja = (an), € AN, a, — M

Démonstration.

1. (a = b) M majore A par définition et pour tout n, il existe a,, € A tel que

1
M- —-<a,
n
donc a,, — M

2. (b = a) Supposons qu’il existe un majorant M’ < M de A. Alors toute suite convergente de A a
une limite £ < M’ < M donc a,, — M = M < M’ absurde. Donc M est le plus petit majorant.

O

b) Limite supérieure et inférieure
On se donne u une suite réelle bornée. On pose pour n € N,
ul =sup{ur, k>=n} u, = inf{ug, k>n}
de sorte que uy; < u, < u, < ub < uar et les deux suites u™,u~ étant monotones bornées, elles sont
convergentes.
Définition.

Pour une suite réelle u, on appelle limite supérieure et limite inférieure les quantités

limsupu, = lim o liminfu, = lim wu,
n—-4oo def n—+oo n—+o00 def n——+oo

On va construire une extractice ¢ de la maniére suivante :

e ©(0)=0.0nauf —1<uf donc Iy > 1,uf —1 <y, <uf

e p(1)=ki.Onauj — 1 <wuj donc Iy >k, uf — 5 < ug, <uj

* .-

On construit ainsi une sous-suite convergente (qui converge vers lim sup u).

Remarque.
| On a montré le théoréme de Bolzano-Weierstrass
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c) Suites sous-additives

Résultat (Lemme de Fekete, Lemme sous-additif).

On dit que (up)n est sous-additive si
Vn,m € N*, Untm K Un + U

Dans ce cas,
U U
—"—nnf{i, k>1} _
n  n—+4oo k def

Démonstration. On suppose £ € R (le cas £ = —oo se traite similairement).

On note ¢ > 0. 11 existe ky € N* tel que

Uk, ’ e
< — K = —
E\ ko \€+€ dcf£+2

Pour n € Nx, on écrit n = pkg + r la division euclidienne de n par kq. Alors,

u u Uy U
Up < PUpg +Up = — < 0 4 0 gy 0 g
n 0 n n n—+oo

donc a partir d’un certain rang,

U

IS 2Kl +2 =0+¢

n

de sorte que
Unp,

Exemple (Application aux chemins auto-évitants). On munit Z? de I’ensemble d’arétes
{{(avb)a(a+57b+(1_5))}v €€ {071}»a7b€ Z}

de sorte & obtenir un graphe sommet-transitif' qui correspond au réseau «classique» Z2. On note ce
graphe G, et la transitivité permet d’en choisir arbitrairement un sommet O qui sera l’origine des chemins.
Un chemin auto-évitant sur G de taille n est un chemin sur G (suite de sommets adjacents qui commence
par Porigine O) de longueur n qui ne passe pas deux fois par le méme sommet. On note ¢, le nombre de
chemins auto-évitants de longueur n.

On a clairement ¢4 < €pcpy, (car un chemin de longueur n + m est la juxtaposition d’un chemin de
longueur n et un autre de longueur m), de sorte que (Inc,), est sous-additive positive. On a donc

1
—In¢c, ——{l=Inpu
n n—-+oo

donc

1/n
& _—
n n—-+oo M

Cette limite y est appelée constante de connectivité de G. Le raisonnement que ’on vient de mener montre
que tout graphe sommet-transitif admet une constante de connectivité.

Exemple (Application aux quasi-morphismes de Z). On dit que
f:Z—R
est un quasi-morphisme s’il existe C' > 0 tel que
Vm,n€Z, [f(n+m)—f(n)—f(m)]<C

On va montrer par récurrence |f(ni +---+np) — f(n1) —--- — f(n,) < pC

e Pour p =1, c’est vrai.

1. chaque sommet joue le méme role : entre chaque sommets, il existe un automorphisme de graphe qui envoie I'un sur
lautre
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e On suppose que c’est vrai pour p.

[f(n1+-+npr1) = f(na) = f(np1)]

<|f(no+--4ny) = f(n) = = f(ny)
+ 1 f(n+ - npyr) = flna+ -+ np) — f(npga)]
<(p+1)C
On a alors
|f(pn) —pf(n)] < pC |f(pn) —nf(p)] < nC
donc
fln) _f)|_C fln) _fo)|_C
pn n| - n pn p |l op
donc
1) €0
n p n p
On note )
Uy = on
de sorte que |up41 — uy| est le terme général d’une série convergente, donc (u,) converge vers un réel £.
Puis
i C. e
n ~— n 2" n—o+oo
—
donc

() ,

n n—-+oo
Exercice (Application aux quasi-morphismes réels).
Soit f : R — R un quasi-morphisme.
1. Montrer qu'’il existe un morphisme ¢ tel que Vo € R, |f(z) — p(z)| < C

2. Montrer que si f est continue, ¢ est linéaire.

7 Parties entiéres

Définition.
Soit € R. On appelle partie entiére de x I'unique entier p tel que

pLr<p+1
On la note E(x) ou |z|
Conséquence 1.
10P
. | 10Px] < 1 0
10» 107 p—+oo

donc Q dense dans R

Pn

Exemple (Approximation d’un irrationnel). On note o € Ry \ Q, et ( ) une suite de rationnels qui
n

n
converge vers «. Que dire de (pn)n €t (gn)n ?

Pour N € N*, on note Iy = {ka, k € [1, N]}. On note d un entier naturel qui minimise la distance a I.
Cette distance (notée d(I,,,Z)) est > 0 car Ix ne contient que des irrationnels. A partir d’un certain rang,

Dn d(In,Z) d(In,Z)
‘a 0 < ~ = |ga—pnl < N
Donc ¢, € [1, N] donc ¢, > N d’ou
qn — +00

et
Pn ~ QQp —> +00
—+oo
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8 Suites récurrentes doubles et déterminant tridiagonal

On note
a ¢ (0)
A, = b
c
(0) b a

Apres calculs, pour n > 3,
An = (J,An,1 — bCAn,Q.

Exemple. Sia=b= —c=1,alors A, = Ar? + Br" avec r_,r_ solutions de rP=r+1let
1 1 1 1
A 1 r_ B ry 1 .
r— —Tr4 r— —Tr4
Exercice.

Montrer que si a = 2cosf et b = ¢ = 1 alors pour 6 & 7Z,

sin((n + 1)0) .

A, =
sin 6

9 Développements asymptotiques — Equivalents

a) Développement asymptotique d’une suite implicite

Exercice.
| Montrer qu'il existe un unique wu,, € [0,1] tel que u> + nu, — 1 = 0. En donner un DA & deux termes.

Résolution. L’existence et I'unicité sont faciles. On a

Uy = — — — —— 0
n n n—+oo
puis
ud 1 1
—=0|—) = u, ~ —
n n oo M
donc

b) Développement asymptotique d’une fonction implicite
Exercice.

Montrer que pour z € R, il existe un unique y > 0 tel que IL = z. On le note ¥ (z). Donne un DA en

ny
+oo de ¥

Résolution. L’'unicité et 'existence sont faciles. On a

Y(x)=zhi(z) 22 = (@) —— +0

T—+00
et
Iny(z) =Inz+In(lny(z)) =lnz + oye(lnyp(x)) ~ Inx
donc
zlny(x) =¢(z) ~zlnx
puis

Y(z) =zlny(z) =zln(zlnz-(14+0(1))) =zlnz+zIn(lnz) + zln(l + o(1))

Chapitre I : ANALYSE ASYMPTOTIQUE
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10 — CESARO-STOLZ

Remarque.
Si on note 7 la fonction qui compte les nombres premiers : 7 : n — #P N [1,n], alors on admet

(difficile) le théoréme des nombres premiers :
n

™) 2

d’on
pn =nln(p,)(1+0(1)) = lnp, =lnn+lnp, +1n(l+o(1))

donc
Inp, ~Inn = p, ~nlnp, ~nlnn

10 Cesaro-Stolz

Théoréme (Cesaro-Stolz).
@ (an) une suite réelle, (b,,) suite réelle strictement croissante strictement positive qui tend vers

400. On suppose
a —a _
n+1 n £ c R
bn+1 — b, n—too

© an

bn n—-+oo

Démonstration. On va montrer le cas £ € R. Soit ¢ > 0. A partir d’un certain rang N,

(e - %) (by — bu1) < an — an1 < (z + g) (b — bn_1).

On somme : . .
(6=35) 0n—tx-1) an—ay-a < (£+35) (bu—bx-)
dou by — b by — b
aN—1 € n — UN—-1 Qnp, £ n — UN-—-1 aN—1
5—7)7<7<(4 7)
b +(e-3 b b, ST T T,
——
—0 —1 —1 —0
et en passant a la limite,
an
bn n—-+oo
Remarque.
Le cas particulier
n
Up = Zl’k
k=1

et b,, = 1 donne le théoreme de Cesaro.
Remarque (Lemme de l'escalier).

Avec b,, = n, on trouve
py1 —ap — LER = an nl
(oo}
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1 Rappels sur les séries numériques

Définition.

Soit v € RN. On appelle série de terme général u,, la suite (S, (u)), définie par
n
S (w) = ];uk
On dira que cette série converge si (S, (u)) converge, et on écrira
+00
5= S

Dans ce cas, on pose

+oo
R, (u) = Zuk — Sp(u)
k=1

qu’on appelle reste d’ordre n de la série. La série de terme général uy sera notée Y uy
Remarque.

Le terme général d'une séries convergente tend vers 0. Si u, — £ € R\ {0} alors la série diverge
grossiérement. Si > u,, converge alors R, (u) — 0 et on peut noter

+oo
R, (u) = Z U

k=n-+1
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Remarque.
| On peut remplacer R par C ou n’importe quel espace vectoriel normé (traité dans un chapitre ultérieur)

Exemple. Si u,, = a™ pour un complexe a, alors

n+1 sia=1
S"(u) = 1 —gnt?!
sinon
1—a
d’ou
D u, CV = o <1
et

1

400

Uk =
> u=1—,
k=0

Exemple. On a

2
In (1 + ”(TH‘?))) =Iln(n+1)+1n(n+2) —In(n) — In(n + 3)

donc

- 2 n+1
Zln 1+ —— | =In3+1n ——1n3
po k(k+3) n+3) notoo

2 Opérations

Proposition.

@ > Up, > vy, deux séries numériques, A € C
(©) LAY un+ Y on =X (A + v,)

2. Si les séries convergent, alors > (Au, + v,,) converge (+ égalité des limites)

Remarque.
On en déduit
cv + CV = C(CV
bv 4+ CV = DV
bDv 4+ DV = ?

Proposition.

@ ue CN
©

(up) CV «— Z(unﬂ —u,) CV

Exemple (Séries de Riemann). On veut étudier } .

e Si a < 0 alors la série diverge grossiérement

L0 (e (1))«
(n+1) no  po n n ne

1
ne

e Si a > 0 alors

or (2 aussi et donc, par équivalence!, > ﬁ aussi.

ne

1
Jn converge vers 0 donc 3 s —

e Pour a < 0, on trouve alors que Y — diverge

Il ne reste que le cas @ = 1 a traiter : la série diverge. On a donc

Z%CV — a>1

1. c’est une propriété qui sera vue dans la prochaine partie
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On va maintenant s’intéresser a la série harmonique

On a 1 1
| 1) -1 ~ — -D
n(n+1) —In(n) n:zk \%

et par équivalence des sommes partielles? (ou bien par comparaison série-intégrale),
H, ~lIn(n).
On note u,, = H,, —Inn. On a

1 1 1+1 1>< 1 1 1 n 1 2+ 1
Uptl — Uy = —— — In == L 4ol )=Z 10 =
+ n+1 n n 1+ n  2n? n? n2 n2

1
n

donc Y up41 — uy, converge donc (uy,) converge vers un réel v. On note

v =H, —Inn—7v

1 1
Un_t'_l—’l]n:—ﬁ—‘-o ﬁ

donc (vy,) converge. Par équivalence des restes (série CV),

= 1/1 1

et

d’olt v, ~ ﬁ On pose
1
wp=H, —Inn—vy— —
2n

Apres calculs (vérifiez-le),

1 n 1 1 1 1 1
Wy, —Wnp = —% ol — ~N—_— e~ — | — —
LTI T 63 n3 6n3 12 \n? (n+1)2

_1_
12n2
Bilan. (Question X)

d’ou w,, ~

1 1 1
H, =1 I
nntYt 2n  12n? +O(n2>

Exercice (Mines-Ponts).

On note
kn, =min{k € N, Hp >n}

Calculer L
lim —2tt

n—-+oo kn

3 Séries a termes positifs
Proposition.

@ u est une suite positive

@ > u, converge si et seulement si (S, (u)) est majorée

2. vu plus tard

Chapitre II : SUITES ET SERIES NUMERIQUES
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Proposition.

@ u, v des suites positives
@ 1. Si u, < v, & partir d’un certain rang et si Y v, converge alors > u,, aussi
2. Si u, = O(vy) et Y v, converge alors > u, aussi

3. Si uy, ~ vy, alors Y u, et > v, ont la méme nature

Démonstration.
1. Si u, < v, a partir du rang N,
N “+o00
Su(w) <Y _urt D vk
k=0 k=N+1

donc (S, (w)) croissante est majorée donc converge.
2. Idem a constante multiplicative pres

3. u, ~ v, donne u, = O(v,) et v, = O(u,) et on applique 2.

O
Exercice.
On note (ay)n>1 une suite positive telle que > a,, converge. Donner la nature de
. G, Van
Zan Sln(an)7 Z 1+(1%’ ZT
Résolution. A partir d'un certain rang, 0 < a, sin(a,) < a, puis
2%
_m a
1+a2 "
et enfin (AM-GM)
Va 1 1
O n § - <an =+ 2)
n 2 n
donc les trois séries convergent. O
Exercice (X).
Soit  une suite positive. Montrer que si Y x,, converge, alors
S
aussi
Résolution. Idée : On fait un découpage. On pose
_ 1
I={neN, z,>0etx,""" >2}
Sin €I alors
1 = 1
Sinon,
et L
Tn <2 = Un < 22,
donc dans tous les cas,
1
0<yn < on T 2y,
O
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4 Absolue convergence, semi-convergence
Définition.
Soit a une suite réelle.
1. On dira que )_ a,, est absolument convergnete si Y |a,| converge
2. On dira que Y a, est semi convergente si elle est convergente mais pas absolument convergente

Théoréme.
| L’absolue convergence entraine la convergence

Démonstration. On écrit a, = a} — a, avec af = max(an,0) et a; = max(—ay,0) de sorte que
lan| = ab +a, O
Remarque.

ACV 4+ ACV = ACV

ACV + SCv = SCV

SCV + SCV = ?

5 Comparaison logarithmique
Proposition.
@ u, v deux suites strictement positives telles que APCR N

Un+1 Un+1
<
Un Un

@ Up = O(vy,)

Démonstration.

n—1
Uk+1 (s v unN
V> N, [ B = 2 < 2 <0, MY = Ofuy)
U
k=N

UN UN UN
O
Théoréme (Régle de D’Alembert).
@ a une suite positive telle que
ntl Ly eR
(o7 n——+oo
@ 1. Si0 < ¢ < 1alors ) a, converge
2. Si£> 1 alors > a, diverge
Démonstration.
e de >0, 0< ¢ ={+¢e<1eton applique la proposition précédente & u = a, v = (£'"),.
e Je >0, 1</ ={—c¢eton fait pareil.
O

Remarque.

Il faut faire attention & avoir (a,) jamais nulle & partir d'un certain rang. Le critére est intéressant
lorsque 22+ a une expression simple.
an

Exercice.
L .
| Donner la nature de ) “= en fonction de «
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Résolution. On a

n 0 sia>1
tn1 _ (nt+ 1) 1 1+ .
= X = e sia=1
an nr (n+1>  (n+1)*1 notoo ]
400 sia<1
et on conclut avec la regle de d’Alembert O

Exercice.
On note a une suite réelle telle que

|an|" ——— £ € RU {400}
n—4oo

Donner la nature de Y |a,| en fonction de ¢

Résolution. Si > 1 alors 3e > 0,1 < =0 — & < |an|* donc £ < |a,| et la série diverge.
Si ¢ < 1 alors par un raisonnement similaire, la série converge.
Si £ =1 alors on ne peut pas conclure en général :

1

n2

1
" 1
1w Y Loy

1 n
—1 et Z (1 + ) DV grossierement
n

6 Sommation des relations de comparaion
Théoréme.
@ u, v sont des suites réelles positives et Y v, converge.
@ 1. Si u, = O(vy,) alors 3 u, converge et
Ry (u) = O(Rn(v))
2. Si uy, = o(vy,) alors Y u, converge et
R (u) = o(Rn(v))
3. Si u, ~ v, alors Y u, converge et

R, (u) ~ R, (v)

Démonstration. La convergence est déja vue, on ne montre que les relations de comparaison

1. 1l existe un rang N et une constante C' > 0 tels que Vn > N, u,, < Cv,. On a alors
N m
Ym>=n2>=>N, ZukSCka
k=n k=n

puis m — +oo donnc R, (u) < CR,(v) ie @
2. Soit € > 0. Il existe un rang N apres lequel u,, < ev,,. Par le méme raisonnement, R, (u) < eR,(v)

apres N donc @
3. |un — vyn| = o(vy,) donc

[ Rn(u) = Bp(v)] = [Rn(u = )| < Rn(Ju = v]) = o(Rn(v))
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O

Théoréme.
@ u, v suites réelles positives et > u,, diverge.
@ 1. Si u,, = O(vy,) alors Y v, diverge et

2. Si u, = o(vy) alors > v, diverge et

3. Si u, ~ v, alors Y v, diverge et

Sp(u) ~ Sp(v)

Démonstration. La divergence est déja vue, on ne montre que le reste.

1. Tl existe C' > 0, et un rang N a partir duquel u,, < Cv,,.

Vn = N, n Zuk—i—Zuk Z+C ka —szk

—+0o0 \ ,
S (v)—>+00

donc a partir d'un certain rang,

don (C)
2. Idem
3. Su(Ju—v]) = o(Sn(v)) (attention aux hypotheses, si Y |u — v| converge ok sinon on applique 2.)

O

Exemple. On va montrer

~N —

k2 n

f In(k+1) Inn
k=n

Démonstration. La série converge puisque 12—2" =o0 ( 3/2) Puis, on a

In(n+1) Inn In(Z)  nn  Inn 1 1 1 1 Inn
U + - =ln — =)+l (1+- ~——.
n+1 n n+1 n+1 n n+1l n n)n+1 n2

d’ou la conclusion. O

Exercice.
Donner un développement asymptotique de

“+o0
1
R, w2
k=n
Résolution.
1 1 1
n? n n+l1
donc 1
R, ~ —
n
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puis
+00 400
1 1 1 1 1
R, ——= STt = Y Y
" ;(m k+k:+1> ;k2(k+1)
or
oo v
n3  2n2  2(n+1)32
donc

1 1 1
R,=—+-— —
n + 2n? to (nQ)
Exemple (Equivalent de Stirling). On va trouver un équivalent de u, = n!. On a

In(u,) = Z Ink
k=1

or
(k+1)In(k+1) — klnk ~Ink

qui est le terme général positif d’une série divergente donc

n

n(un) ~ Y ((k+1)In(k+1) — klnk) ~ nlnn.
k=1

On note v, = Inu, — nlnn puis
1
Upnt1 —Up =In(n+1)—(n+1)In(n+1)+nlnn=—nln <1+ > ~ =1
n

qui est le terme général négatif (mais de signe constant) d’une série divergente donc
Up ~ —N

On note w, = v, +n et

(1 )= (o o (A )= (3~ Rt ) -1
Wnt1=Wn = =70 n TM\n T T2 “on %\ % on g nn

donc

On pose y, = w, — %lnn et

1 1 1 1
yn—&-l*yn:*nln 14— |+1—=-In(1+—) ~—
n 2 n 6n2

qui est le terme général d’une séries ACV donc y,, converge vers un réel £. On a donc
1
In(u,) =nlnn—n+ §lnn—|—€+ o(1)

donc
Up ~ et\/nnte "
Dans le chapitre d’intégration (Intégrales de Wallis p.44) on montrera e = /27
Exemple (Raabe-Duhamel). On note u une suite réelle jamais nulle & partir d’un certain rang telle que
A 1
“"*1:1—+o<>, A>0

U, n n

On va chercher la nature de > u,, en fonction de A

Chapitre II : SUITES ET SERIES NUMERIQUES



7 — COMPARAISON SERIE-INTEGRALE Page 27 / 237

On a

u
n+1 -~ 1
Unp

donc u,, est de signe constant a partir d’'un certain rang, on suppose spdg que c’est positif.

Inupyy —Inuy ~ ——
n

qui est le terme général d’une série divergente (signe constant) donc

Inu, ~—AH, ~—Xlnn

1

—Ato(1) _
n o)’

d’ott Inwu,, = =Alnn + o(Inn) donc u, =

Si A > 1 alors > u, converge, si A < 1 alors ) u, diverge et si A = 1 on ne peut pas conclure (e.g.
Up = 1/n et u, = 1/(nln?n)).

Remarque.

Si € #0, u, ~ ¢ (tg série DV) donc Y, _; u, ~ nf d’ott le théoréme de Cesaro. Si £ = 0 alors u, = o(1)
et >r_, ur, = o(n) et on retrouve aussi Cesaro.

Plus généralement, si

Ap4+1 — ap
— —{#0
bn+1 - bn 75

avec b, croissante qui tend vers 400, alors
Ap41 — Ap ™~ g(bn—}-l - bn)

qui est le terme général d’une série divergente donc

n—1
St =y = g — 1y ~ by —by) = g~y = sy

b
k=1 n

d’ott le théoréme de Cesaro-Stolz (dans le cas £ € R*)

7 Comparaison série-intégrale?
On note f décroissante continue positive au voisinage de +oo (pour simplifier on prend Ry comme

voisinage). On a
k+1

fe+< [ 1<)
Exemple. On trouve de cette maniere

H, ~Inn et Hs, — H,, ~In2.

Théoréme.

n
@ f est continue décroissante positive sur Ry, u, = / f—=f(n)
n—1

@ > uy, converge et u, >0

Démonstration. u, < f(n—1) — f(n) tg série CV car f converge en 400 O
Exercice.
On note u une suite positive, S,, = Z.Z:O uy et quand c’est possible, R, = Ziil U,

1. Montrer que si ) | u, diverge alors ) ¢& converge ssi a > 1

Up

2. Montrer que si ) u, converge alors ) | z= converge ssi a < 1
n

3. Episode 1
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Résolution (uniquement 1.)

1. On a S,, — +o0, (S,) croissante. On suppose « > 1.

Uy Sy — Sn1 /Sn dt " g, 1 1 1 1,
L Al A S = = — < — < Sy~ % donc CV
Sa Sa S s, e = 5p Sa-1\st set) Ta-17°
Si a > 0 alors APCR, g& > uy, donc la série diverge.
Sia=1,o0na
Zp: UL > 1 Zp: Sp*Sn_l >1 Sn—l
o F o U = — = 1—
k=n Sk Sp k=n Sp Sp
Si )’ ¢ converge alors p — +o00 donne 22—3 & > 1 absurde, donc la série diverge. Pour a €]0,1],
o

> Uk
Sp APCR Sk

donc la série diverge.

8 Théoreme des séries alternées

Théoréme.

@ a une suite décroissante positive qui tend vers 0.

@ 1. > an(—1)" converge

2.
+oo

> (D

k=n-+1

a le méme signe que (—1)"*'a, ;1 (le premier terme de la somme)

—+o0

Y (D

k=n-+1

g Ap+1

Démonstration.
1. Les suites Sy, et Sa,41 sont adjacentes donc convergentes de limite £.

2. Vu le calcul fait en 1.,
+oo

Z (71)kak ={— Sgp_l 2 0
k=2p

du méme signe que son premier terme. C’est la méme chose pour les restes d’indices impair.

0<Ll— 521 < S —S2p-1 = 0< Z (=D)*ay, < agy,
k=2n

et on fait dans l'autre sens pour les impairs.
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9 Transformation d’Abel

n
On part de deux suites (ay,) et (b,) et d'une somme Z arby. On pose
k=0

n
Sn = Z Q.
k=0

Onaa, =595,—S,_1 pour n >0 avec S_; = 0. Alors,

n n n—1
> agbe = (Sn = Sn-1)bk =Y Sk(bk — bry1) + Snbn
k=0 k=0 k=0

Exemple. On suppose |S,| majorée par M et (b,) décroissante de limite nulle.
b, S, — 0

et
|Sk (b, — brt1)| < M (b — br41)
donc
> Sk(br — beg1) ACV

donc Y agby converge.

Exemple. Y %% converge car S,(sinn) est bornée (on peut faire le calcul) et L est décroissante de
limite nulle.

Exemple. On va chercher la nature de > % On note S, les sommes partielles de sorte que
Yn > 1, siny/n =S8, —S,_1
et

n

n n—1
sin\/ﬁ - Sk - Sk—l o 1 1 Sn
I T LS Y (e R
k=1 k=1 k=1

Pour z € [k, k + 1], il existe ¢, € [k, k + 1] tel que

sin ac—sin\/%:(x—k)cos\/a

2./ca
donc 1
sin /7 — sin Vk < —=
| sin v/ | NG
et
k+1 k+1 1
sink—/ sin v/t dt </ |sinVk — sin Vt| dt < —=
k k 2Vk
donc
n k+1 n+1 o
> sin\/%—/ sinv/t dt || = Sn—/ sin\/idt’gz
k=1 k 1 =1 2VE
or
n+1 vn+1
/ sinv/t dt :/ 2usinudu = 2[—ucosu + sinu]Y " = O(v/n).
1 1
Puis,
1 L
— ~VEF1-VE =Y —~Vn
2Vk ,;2 PV
On a donc
n+1 n 1
S, | — '/ sin v/t dt‘ < Zﬂ =0(v/n) = S, =0(v/n)
1 k=1
donc

et la série converge.
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10 Utilisation des paquets

Remarque.
Si > a, converge alors pour toute suite d’entiers (u,,) telle que w,, > n, on a

Un

> ak = Su,(a) = Su_1(a) —— 0
k=n

n—-+oo

En particulier, si

Un

> ax —/— 0
n—-+oo

k=n

alors la série diverge.

Exemple (Série harmonique).

1 1 1
> 52 gt e 370

e k 2n + 1 no4o00 2
donc la série harmonique diverge.

Exemple (Oscillations lentes). On va déterminer la nature de

Z cos(lnn)

Pour N > 1,

cos(lnn) _ 1 11
RV s o > = -
~ 9 Z n’ 2 €5 e2Nm n—+oo 2

—E+2N7<Inn< S +2N7 " e*%ezngngegezww
donc la série diverge.
Exemple (Série lacunaire). On note

1

{na si n n’a pas de 9 dans son écriture décimale
Uy =

0 sinon

Les sommes partielles sont croissantes donc la série Y u,, converge si et seulement si (S,,) a une suite
extraite convergente. On va considérer des paquets du type

10mt+t—1 1
n
Z up < oo X 8x%x9
k=10" nb d’entiers sans 9
On a ainsi
10ntt—1 n
9 \" 8 9
(10a> 10« < Z ug = S1on+1-1 — S1on—1 < 10 -8
. , k=10m
tg série CV <= 1Oia<1
In9
donc (S1gn_1), converge ssi o > ——
(S10m-1)n & In 10

11 Développement décimal illimité
Pour z € R, on pose ap = |z] et
a, = [10"z] — 10 [10"'z| € [0,9]

Par récurrence, on montre

|10z | " ay
o :szaoaal”'an
k=0
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Puis, ) 7 converge et sa somme vaut z.
Remarque.

| La suite (a,) n’est pas stationnaire égale a 9.

Démonstration. On suppose que la suite est stationnaire égale 8 9 : ay_1 # 9 et (a,)n>n constante égale
a 9. Dans ce cas,

N a =% 9
k
=2 Tor T 2 o
k=0 k=N
———
= 101\}— T
et c’est absurde en calculant explicitement apn_1 O

On dit que le développement obtenu est le développement décimal propre de x

Proposition.

2 est rationnel si et seulement si son développement propre est ultimement périodique (périodique &
partir d’un certain rang)

Démonstration. On supose (ay) T-périodique & partir du rang N. On a

N—
Z k""z kT( o T +aNN717;111)€Q
10 10 10 10

k=0
—— %/—/ €Q
€Q =: €Q
_W

On suppose z = % € Q. Il y a un nombre fini de restes modulo p donc il existe n < m tels que 10™"p = 10™p
(mod q).

Tn

On a 10™p = ¢,q + r avec g, € N, donc 10"z = ¢, + 2. On a alors, pour n,i € N*,

ani = B(10"T2) — 10E(10" 1)

) S )

- E <10i”) 1 10'q, — 10E (101'17%) — 10ig,
q q

—E (10”") —10E (10““)
q q

On pose T'=m —n. On a, pour tout ¢ > 1, Gp4itT = Gmti = Apyi- Donc (ak)k est périodique a partir
du rang n. O
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1 Dénombrabilité
Définition.
| Un ensemble est dénombrable si et seulement si il est en bijection avec N
Exemple. N,2N,N*, Z
Proposition.
1. Toute partie infinie de IN est dénombrable

2. Toute partie de N est finie ou dénombrable
Démonstration. Soit A une partie de N infinie. On note ¢(0) = min A et

p(n) = min(A\ [0, p(n —1)])

de sorte que ¢ est croissante donc injective, et surjective car si a € A n’a pas d’antécédent, I = {k,
o(k)} est non vide et a un minimum p, et p(0) < a donc p > 1 d’olt p(p — 1) < a < ¢(p) absurde.

Proposition.
1. Si f: A — B est injective et B dénombrable alors A est fini ou dénombrable

2. Si f: A — B est surjective et A dénombrable alors B est fini ou dénombrable.

Démonstration.

a <
O]

1. B est en bijection avec N donc on peut supposer B = N. Si A est fini alors ok, sinon f(A) est une

partie infinie de IN en bijection avec A.

2. On note ¥ (b) un élément de f~1({b}). f o9 = idp injective donc v est injective et on utilise 1.

O
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Proposition.
1. Si I est non-vide, fini ou dénombrable, et (A;);cs est une famille d’ensembles finis ou dénombrables,

alors
U4
iel
est fini ou dénombrable

2. Ey, -, E, des ensembles finis ou dénombrables, non vides. F; X --- X E, est fini ou dénombrable
et B X --- x E,, est dénombrable si et seulement si au moins I’'un des F; est dénombrable.

Démonstration.
1. On note ¢ : N — I surjective et pour chaque i on note f; : N — A; bijective de sorte que

Ui (p,q) €N” — fo(p) € |J As

iel
est surjective, et N? est dénombrable.
2. Chaque F; est en bijection avec une partie de N, on peut supposer E; C N. On note py,--- ,p, des
premiers disjoints.
f:E1x--xE, — N, (a1, - ,a,) — p{*---pir

est injective et N dénombrable. Si tous les E; sont finis alors le produit est fini et si I'un est infini

alors le produit est infini.
O

2 Exemples d’ensembles classiques

Exemple. Q est dénombrable car Z x N* est dénombrable et (p,q) € Z x N* — % est surjective

Exemple. L’ensemble des nombres algébriques est dénombrable :

d=J) U %ZcP

neEN* PeZ,[X]

Exemple (Diagonale de Cantor). R n’est pas dénombrable. Si R est dénombrable alors [0, 1] est dénom-
brable, et on note (r,)nen une énumération des éléments de [0, 1[. On construit le réel z € [0, 1] de la
maniere suivante : si la n-ieme décimale de r,, vaut 1 alors la n-ieme décimale de = vaut 0, sinon elle vaut
1. Le réel ainsi construit ne peut pas étre un r,, car sa n-ieme décimale est différente de celle de r,,. On a
donc trouvé un réel qui n’est pas dans I’énumération, c’est absurde.

3 Discontinuités d’une fonction monotone

On note f : [a,b] € R croissante. On va montrer que I'ensemble des points de discontinuité de f est fini
ou dénombrable.

On note pour z €la, b,

5(x) = lim f(t) — lim f(t)
t>x t<z

e f est croissante donc ¢ est positive et f est continue en a ssi §(a) = 0.

e Pour tout n € N*, on note

I, = {x €la, b, 5(z) > JW}

n
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e Si I, est de cardinal > n + 1 alors on peut trouver x; < --- < z,41 dans I,, et on se donne
a<t <z <- - <2Zpy1 < tpgo <bpour avoir

f0) = fa) = f(b) = ftni2) + f(tng2) = f(bnyr) +- -+ ft2) = f(t2) + f(02) — f(D)

20 20(Tn+1) 26(z1) =20

donc
f(b) — fla) +1

F0) = F(@) 2 8(eagr) + -+ () >0 —L

absurde donc I,, est fini. x €]a,b[ est un point de discontinuité si et seulement si d(z) > 0 ssi
dn € N,z € I, ssi
T e U I,

neN*

4 Familles sommables de réels positifs

Pour un ensemble dénombrable I, on note %¢(I) I’ensemble des parties finies de 1
Définition.
Soit (a;)ier € (Ry)!. On dira que la famille (a;);c; est sommable si

Zaj, J € Pp(I)

jeJ
est majoré. On note alors
Zai = sup Zaj, J e Ps(I)
il jeJ
Si la famille n’est pas sommable on peut parfois écrire

Zai = 400

iel

Proposition.

@ (ai);er famille dénombrable de réels positive et S € R
@ (a;)ier est sommable et S =, a; si et seulement si les deux conditions suivantes sont réunies :

o VI ePy(I), Y a;<S

jeJ
o Ve>0,3J€Ps(J), S—e< Zaj
jeJ
Démonstration. C’est une caractérisation de la borne supérieure. O

Remarque.

Dans le cas I = N et (a;);en positive, la sommabilité équivaut & la convergence de > a;. Si la famille
est sommable, (S,,) est croissante majorée donc la série converge, et si la série converge, alors les sommes
sur un segment sont majorées par la somme de la série.
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Proposition.

@ (a:)ier, (b;)icr des familles de réels positifs

@ 1. Si 0 < a; < b; pour tout i € I et (b;); est sommable, alors (a;); est sommable et
S Y
i€l i€l

2. Pour A € Ry, si (a;); et (b;); sont sommables, (Aa; + b;); aussi et

)\Zai—&—Zbi:Z(Aaiﬁ-bi)

i€l icl icl

Démonstration.
1. Ok
2. Pour tout J € P¢(1),

Z(/\aj —‘rbj) = )\Zaj —‘erj < )\Zal +sz d:ef M
jed jeJ jeJ iel iel
Soit € > 0. Il existe Jy, Jo € P¢(I) tels que
doaymf <) a et Y b—'< Db
Jel je€1 JjeI JE€J2

donc pour J = J; U Jo,
M=) - =M-e<) (Aaj +b))
jeJ

donc @

O
5 Familles sommables de complexes
Définition — Proposition.
@ (ak)rer une famille dénombrable de complexes, ay = Re(ay) et B = Tm(ay)
@ 1. (ag)ker est sommable ssi (|ak|)rer est sommable.
2. Dans ce cas, (o)), (o), (B7) et (8, ) sont sommables @ et on pose
X _ + _ p— . + s —
IO ST IR S 3T
icl icl icl icl icl
3. Si (a;); et (b;); sont sommables et A € C alors (Aa; + b;);er est sommable et
AY Jai+ > b= (Aai+b;)
iel icl icl
a ul = max(un,0), u, = max(—un,0) pour écrire u, = ul —u,
Démonstration.
1. Définition
2. 0 < off < |ag| < |ag| pour la sommabilité
3. L’inégalité triangulaire donne la sommabilité. La linéarité est admise car la démo est lourde.
O
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Théoréme (Sommation par paquets).

@ I dénombrable, (I,,)n,en une partition de I, (a;)ie; € CT

@ Il y a équivalence entre
a. la famille (a;); est sommable

b. Pour tout n € N, (a;)cs, est sommable et
D a
i€l

est le terme général d’une série absolument convergente. Dans ce cas,

S-S

i€l neNiel,

Démonstration. La démonstration n’est pas au programme. On la fait dans le cas (a;); réelle positive.

e (b = a) On prend J une partie finie de I,

I:UIn

neN

donc il existe ng tel que
Jc | I

nno

On a
ng
0<Y a0, <Y Y keha<Y Y a
JjeJ k=0 neN kel,,

donc (a;); sommable.

e (a = b) Pour tout J fini inclus dans I,,, J C I donc

OéZajSZaj

jed jel

donc (a;)ier, est sommable. Soit ng € N et Jy, -+, Jy, finis tels que J, C I. J = JoU--- U J,, est
fini et

)SUED YIRSHES ST o0

jeJ ieJo i€Jny jel
On a alors

So<Ya- Yoo Y

j€Jo el JjeJ1 jGJnO

et le membre de droite est indépendant de Jy. On passe a la borne supérieure par rapport a Jy :

Zai: sup ZajSZai—Zaj—-~-— Z a;

i€l jgcﬁfloijeJo i€l JEN GE€JTng
puis on recommence pour Jy,--- ,J,,. On obtient ainsi
E a; + -+ E aigé a;.
icly i€l jer

Les sommes partielles sont croissantes et majorées donc

()

kely
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est absolument convergente (convergente + termes positifs). Puis, ng — 400 donne

—+oo
DD a< ) a
n=0kel, el

Enfin,

Zaj<izaj<§z%

jeJ k=0 €I} k=0 jely,

puis on passe au sup pour J et on trouve la conclusion.
Pour (a;) complexe, on utilise la linéarité. O

Corollaire (Fubini discret).

@ (an,m)(n,m)€N2 € CN2

@ Il y a équivalence entre :
a. (@n,m)(n,m)yen2 est sommable

b. Vn € N, (an.m)menN €st sommable et an.m| est le terme général d’une série
) s S meN s
convergente. Dans ce cas,

Do @m=2 D anm=) D aum

(n,m)eN?2 neN meN meN neN
Exemple.
> ) -1
n>=2

1
Ona((n)—1=37-, . La famille (kj”) . est-elle sommable ?
n? =

Pour k > 2, (i

k")n>2 est sommable (géométrique) et

Lol 1
kro k21—¢ 0 k(k-1)

n>=2

est le terme général d’une série convergente, donc la famille est sommable et
1 1 1 1
DD ED D it At S D DD DD (A DESY
m22n>2 k>2 n>2k>2 n>2

donc

Remarque.
Une suite réelle est sommable si et seulement si elle est le terme général d’une série absolument

convergente. Dans ce cas,
+oo
§ ap = § anp
n=0

neN

Proposition (Convergence cumulative).

@ (an)nen est une suite complexe

@ Il y a équivalence entre
a. (a,) est sommable
b. Y a, est absolument convergente

c. Vo € 6(N), (a(n)) est sommable

Chapitre III : FAMILLES SOMMABLES
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Démonstration.
° (a s b) OK
o (b = ¢) Soit 0 € 6(N) et J fini.

Z|%(k)\ = Z lak| < Z |ak|

keJ ke€a(J) keEN

e (¢c = a)o=id

Théoréme (Produit de Cauchy).

@ (ap)pen, (by)qen des familles complexes sommables et

n n
Cp = E apbq = E akbn_k = E an_kbk
k=0 k=0

ptg=n

@ 1. (¢n)nen est sommable

+oo +o0 +oo
e () (0]
n=0 p=0 q=0
Démonstration. On note

I ={(p.q) eN*, p+q=n}
de sorte que (I,,) est une partition de N2. On note

Jn={n} xN

de sorte que (.J,,) est aussi une partition de N2. La famille (a,b,)sen est sommable et

Z |anby| = |ay| Z |bg]

qeEN qeEN
N—_——

fixé

est le terme général d’une série convergente ((a,) sommable). On a donc (apby)(p,q)en> sommable et on
somme par paquets sur les I, :

+o0
Z anq:Z Z apbq:ch

(p,q)€EN? n=0p+g=n neN

Remarque.
On peut généraliser avec

—+oo
E A1,4y A4, = g g A1y * " Qrgg,
7:17.” 77:1"

n=041++i,=n

6 Exemples

a) Théoréme de réarrangement de Steinitz

On note (an)n une suite réelle telle que Z an est semi-convergente. On va montrer que pour tout £ € ﬁ,
il existe o € G(N) tel que

+oo

D o =

n=0

Chapitre III : FAMILLES SOMMABLES
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On note a,, = a;} —a,, donc Y a;} et > a, divergent car Y a,, semi-convergente. On fixe a € R,
*={neN,a, >0} I ={neN,a, <0}

On note (in)pn (resp. (jn)n) la suite croissante de tous les éléments de I™ (resp. I~). On note k; le plus
petit indice k > 0 tel que
—Q+ Qg e gy >0

et p1 le plus petit indice tel que
—a+a; + A ay, Faj o +ay, <0

On iteére le processus pour construire o = (i1, , @k, J1, " Jp1s bhat1y " s 0kys - ) € &(n) (c’est bijectif
car [TUI- =N).

Puis,

< ap, | + lag, | P 0

—a Y ao(
k=0

avec p,, le plus grand entier tel que p,, < o(n) et g, le plus petit entier tel que o(n) < pg, Pour £ = +o0
c’est le méme principe.

b) Inégalité de Carleman
On suppose que Y a,, converge pour (a,) positive. On va montrer que

—+oo

St <o S
k=1

On note (c¢y,), une suite & préciser.

1 1 _1

(alnn-an)n :(Clal..'cnan)n .(Clnu-cn) n

k+ 1)k
On va prendre ¢ = (k%l) de sorte que (cq - - - cn)% =n+ 1. On a alors
1
(al e an) n < Z CLag (AM—GM)
k 1
= " eka
k
S n(n + 1 Z Z n(n+1)
k: k=1
car ¢, = k (1 + ) < ek. On pose
k
Ak sik<n
Upn = n(n+1)
def
sinon

Pour k € N*,
B ekap B
Z“’M_z_; n(n+1) ekakz< k+1>_ea’“

qui est le tg d’une série convergente, donc (ug n)k,» €st sommable, puis (Fubini)

Z(al...an)z 0%

-

et
+oo +o0o +oo
;
g (a1 n E E ukn—eg ay
n=1 k=1n=1
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Remarque.
| La constante e est optimale.

Pour le voir, on pose

et . .
1\* 1 )
(k') = exp <_k ;1n2>

k
Ini~ilni—(i—1)n(i—1) = Y Ini~klnk

=1

avec

k
Puis on pose u; = Zlni — kInk de sorte que
i=1

Upyr —up =In(k+1) —(k+1)In(k+ 1)+ klnk ~ —1

C’est le terme général d’une série divergente (signe constant APCR) donc u, ~ —k et

w\»—‘

k
Z i=—Ink+1+o0(1)

I\ e
k! k'

C’est le terme général d’une série divergente donc

donc

n

k=1 k=1

donce<C

7 Produits infinis

Soit (ay) une suite numérique et
n

Pn = H(1+ak)

k=0
On dira que le produit [[(1 + ax) converge si et seulement si p,, a une limite réelle non nulle

Résultat.
| Si> ag est absolument convergente et (a,) ne vaut jamais —1, alors [[(1 + ax) converge

Démonstration. On le montre dans le cas réel. On a a,, — 0 donc & partir d’un certain rang ng, (1+ ay,)
est strictement positive. Pour N > ng,

no N
Pn = H (1+ag)x H 1 + ak
k=0 k=n+1

>0
fixe #0

Chapitre III : FAMILLES SOMMABLES
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Or pour k > ng, |In(1 + ag)| ~ |ak| donc Y In(1 + ax) ACV et sa somme vaut £ € R. On a alors

no
Pn = elnpn eé H(l +ak) 7'é 0
k=0

n—-+oo

Remarque.
| Le resultat est vrai avec une suite complexe.

Exemple. On note f : N* — R, complétement multiplicative! (le résultat que I'on va montrer est
toujours vrai pour f multiplicative?)

On suppose que Y f(n) est absolument convergente. On va montrer que

1 =
H mzz::lf(”)

p premier

On note (p;); la suite croissante des nombres premiers. Si il existe un premier p tel que f(p) = 1 alors
Ff(@™) =1et f(n) # 0 ce qui est absurde, donc pour tout p premier, f(p) # 1. On a alors > f(p;) ACV
donc et f(p;) # 1 donc [](1 — f(p;)) converge donc [] % aussi. Puis,

N N +4oco
_ 1 _ Nk _ k1 kN
PN N H 1-— f(pl) a H Z f(pl) II de Eauchy Z f(pl PN )
i=1 i=1k=0 ki, kN

d’ou
Mn +o00
Y fn) <Py <Y fn)
n=0 n=0

avec My = max{k, [1,k] se décompose avec p1,---py}. Puis, N — +o0o donne le résultat.

1
ns?

on trouve l'identité d’Euler :

I =c

Avec s >1et f:nr—

1
peP p*

1. Vz,y, f(zy) = f(=)f(y)
2. Vz,y, e ANy=1 = f(ay) = f(x)f(y)
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quelconque
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1 Rappels

L’opération d’intégration sur 6%, ([a,b], R) est linéaire positive croissante. On a

b
</ F1 < (b—a)sup|f]

[a,b]

[

et similairement

b
< supm/ 1l
a

[a,b]

/abfg
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Si f est continue alors

b b
/ f‘ = / |f| <= f de signe constant
a a

wer (o< [ra<spr [

et si g n’est pas identiquement nulle,

et si g est continue positive,

b

b b b
/a9>0 — jjbme[infﬁsupf]:f([a,b]) — 3 /afg=f(c)/ 0.

a
a

Le résultat reste vrai si g est identiquement nulle. Si f est continue positive sur [a, b] et f; f =0 alors

f=0.Si f et g sont de classe 6 alors
b b
[ to =g~ [ 19

et si ¢ : [a, 8] — [a,b] est €1, f continue sur ¢([a, 3]) alors

/p(a du—/f

Si f est continue par morceaux sur [a, b] alors
1 = b—a
k%

Théoréme (Taylor avec reste intégral).

@ f de classe 6™ sur [a, b]

©

Démonstration. Vu en sup. O

Remarque.
| On peut échanger a et b dans la formule.

Exemple (Irrationnalité de cos1). Supposons cos1 = %’ € Q de sorte que

i (k)
cos1 -y =0

I cos®(0) [P (a—t)e
CoslzzzcoS ( )—I-/ ( o ) cos V(1) dt = 0< ¢! o
k=0

1
o i /O (1 —t)%cos @tV (t)dt| < 1
k=0 ’

eEN

donc

9 osh)
Coslzzw

k!
k=0

d’out
b

(1 —t)7cos @ (t)dt =0 = (1 —1t)7cos' 7TV (t) =0

69 de signe constant

ce qui est aburde.
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3 — FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX

2 Intégrales de Wallis

On appelle intégrales de Wallis les intégrales

On a -
W() - 5
Pour n >
k1 . k1
W, / cos - cos" ! = [sincos™ 1] —|—/ sin? - (n—1)cos" 2= (n—1)W,_» — (n— 1)W,
0 2
1—cos
donc 1
n—
Wn = Wn—Q
n
de sorte que
_(2p)! 2%Pp!?
Wy, = W. = —.
T 2(ph2 2 LT (2p 4+ 1)
Pour t € [0, 5], on a cos™ ™' ¢ < cos™ t donc Wy41 < W,,. Puis
n+1 Wit
Whao = Wy <Wpi1 <W,, = —— ———— Wy ~W,.
+2 n+1 1 W, n—+oo +
= Wy donc

La suite ((n + 1)W,W,,41)n est constante égale a Wyl
0 T
5 (W Wy ~ nW2 = W, ~ ,/%

V2 s s

or
Cv/2p(2p)*e ? m m
C\/ﬁ 2 aussi 4p

Wor ~ 3062 Jppre )2 2
C=+V2m

donc

3 Fonctions continues par morceaux

7an)

Définition (Rappel).
f :]a,b] — R (ou C) est dite continue par morceaux s’il existe une subdivision finie o = (a1,
(a1 = a, a, = b) de [a, b] telle que f est continue sur |a,, an41[, et admet une limite & droite et & gauche

R)

=4a, = )
(ou d’un seul c6té aux bords de I'intervalle) en chacun des points de la subdivision

L’ensemble de ces fonction est noté 6%,,([a, ]

Définition.
Si I est un intervalle non trivial de R, on dira que f est continue par morceaux sur I si f est continue

par morceaux sur tous segments inclus dans 7

Exemple. La partie enti¢re est €%,, sur R. L’application
B
T— | =
T
est 6%, sur ]0,1]
Proposition.

@ I est un intervalle réel non trivial, f,g € 63,,(I,R)

@ 1. Pour tout A € R (ou C), A\f + g € €%,,(I,R)

2. fgest 6%,
|f| est 6%,,. En particulier, max(f, g) et min(f, g) aussi

Chapitre IV : INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE
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Démonstration. On se raméne a un segment de I et c’est vu en sup.

_fHg+lf—4|

max(f, g) 5

Théoréme (Rappel).
@ f continue sur [a, b]
@ 1. On note E(I,R) I'ensemble des fonctions en escaliers de I dans R.

Ve > 0,3¢ € E([a,b],R), sup|f—¢|<e
[a,b]

El(@ﬂ)n € E([a,b] € R)Ravn € N~, Tug |f - SOn| <

3=

Idée de la preuve. f est uniformément continue (Heine) donc avec une subdivision réguliére assez petite
on a bien ’approximation. O
4 Intégration sur un intervalle quelconque

On note I un intervalle non trivial de R et f € 6%,,(I,R).

Définition.
1. Si I =a,b] avec b € R U {+o0}, alors

o=z

lorsque cette limite existe (on dira alors que U'intégrale est convergente).

2. Si I =]a,b] alors de méme, lorsque la limite existe on définit

b y
o= i [

On peut inverser les deux limites car pour ¢ € I,
Yy c Yy
IREIREI &
xr x c
1
I

converge, on dit que f est intégrable sur I. Si f n’est pas intégrable, on dira que / f est semi-
I

3. Lorsque

convergente si elle converge.

Exemple. L’application t — e~t est 6%,, sur Ry et

x —+o0
/ eldt=1-¢" —1 = e tdt=1
0 T—+00 0

a) Lien avec les primitives

Si f est continue sur [a,b[ et F' est une primitive de f, alors pour x € [a, b],
[ 1=F@-F@

donc ff f CV < F a une limite finie en b.

Chapitre IV : INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE
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Exemple.
1 a t—a+1 . ;é )
/—QCV — t— < 1l—a Sha a une limite finie en 07 <= a <1
ot In |¢| sinon

oo dqt
/ t—aCV <— a>1
1

5 Propriétés algébriques

Proposition.
@ f,9 € 6%,(I,C) telles que /f et /g convergent
I I

@1.

2. Si f > 0 alors

¥AeC, /I()\f+g) CV et /I(/\f+g):A/If+/19

%f>o
Jr< /s
’/If’</lf|

1. 2. On Décrit sur un segment dans I puis on passe a la limite

i[filﬁk

Si f est a valeurs complexes, le cas / f =0 est immédiat et sinon il existe 8 € R tel que
I

e_w/lf>0
LKﬂ=f”[f=Aé%f=m%f€%>=£mwaﬂ<zé%f=£f|

et si f < g alors

3. Si f est intégrable sur I alors

Démonstration.

3. Dans le cas réel,

Proposition.

@ fe6%,(I,6),celet /f convergente
I

@ 1 LeS inl égrales
I [C, (Xl[ I ] OO,C]

/I /= /m[c,+oo[ I /m]oo,c] d

sont convergentes

2. On a D’égalité

Chapitre IV : INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE
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Démonstration. Si I = [a,b[, alors I N [c,+o0[= [c, b] et

T c T b
fo-fo=fr=[r o
On fait pareil pour les autres configurations. O

Remarque.

Si f€6°([a,b],C) et
ap:xe[a,b[»—>/ f

o= 1+ [ s

¢ (x) = —f(x)

alors pour ¢ € [a, ],

donc ¢ dérivable et

6 Utilisation de la positivité

Proposition.

@ fe(g?’M(IaR)af>OSU.I‘I
@ 1. f est intégrable sur I si et seulement s’il existe M > 0 tel que

Y
Ve,y €1, x<y=>/f<M
xr
soit encore, de maniére équivalente,

VJ C I, J segment, /f <M
J

/f:sup{/f, JCI,Jsegment}
I J

2. Si0 < f < g et g intégrable sur I alors f est aussi intégrable
b

Et dans ce cas

3. SilI=/[a,b], f =0(g) et g intégrable au voisinage de b alors f est intégrable sur I.

Démonstration.

1. (= )Pour I =[a,bleta<z<y<b,
y y x y b
[o<[ e[ o= [rom
- . a a y—b a def

y y
/ f<M = lim / f= / f  existe (fonction croissante majorée)
a y—=b Jq I

donc f est intégrable sur I. On a clairement

sup{/f, JCI,Jsegment}g/f
I I

=&
def

/ab_ifm/[f

Chapitre IV : INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE
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supéa:/lf
/Jf</Jg</Ig

donc en passant a la borne supérieure on optient I'intégrabilité.

3. Il existe C' > 0 et c € I tels que

donc

2. Pour tout J segment de I,

YV € [c,b], 0< f(z) <C |g(o)]

intégrable

donc f est intégrable sur [c, b et 6%, sur [a, c] donc intégrable sur 1.
O

Remarque.
Dans le cas général, si f = u + v intégrable avec u, v des fonctions a valeurs réelles alors u et v sont
intégrables car
lul <[Re(HI <[ et Jol < |Tm(f)] < |f]
Exercice.
Donner la nature de

+oo
1 S ¢
/ + cos a
0 1+4¢2

Résolution. L’application est continue sur 'intervalle d’intégration et intégrable en 400 en tant que O(t%),

donc 'intervalle converge absolument. O

/1 dt
o0 sin \/2?

7 Absolue convergence et semi-convergence

Exercice.
Donner la nature de

Proposition.

(H) fe6y(1,C)
@ Si / f est absolument convergente (ou f est intégrable sur I), alors / f converge
I I

Démonstration. Si f est réelle, on a f = fT — f~ avec f+ = max(f,0) et f~ = max(—f,0), de sorte qu’il

suffit d’avoir la convergence de [ f*, qui est donnée par
I

0< f*<If|
Si f est a valeurs complexes, on écrit f = u™ —u~ +i(vT —v7) et on fait pareil. O
Exercice.
Donner la nature de
T sint
——dt
0 1+¢2

Résolution. L’application
f:teRL — sin ¢
’ + 1+ 12
est continue et

1
vVt > 1, lf()] < 2 intégrable en +oo

Chapitre IV : INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE
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donc f est intégrable sur [1, +o0[ et f est continue par morceaux sur [0, 1] donc 'intégrale est absolument
convergente donc convergente. O

+oo o
sint
/ sInt gy
0 t\/l?

Exercice.
Donner la nature de

Résolution.
sint 1
o |——| =0¢ | — ] intégrable en 0
tV/t ’ (\/i) &
sint

1
——| =040 | —= | intégrable en 400
/T * (t\/i> 8

donc l'intégrale est absolument convergente. O
Exercice.
Donner la nature de
T gin ¢
—dt
0 t
Résolution. L’application
sint
Yt 5

est continue (avec un prolongement en 0) sur Ry et

o cost w—i— xcostdt (1) + Foo COStdt
. Y= t |, . P —>x_)+oo cos ) o

et cette derniére intégrale converge absolument. L’intégrale

“+oo
[
0

est donc convergente. On va montrer qu’elle n’est pas absolument convergente. On a

| sint]| < sin®t 1 — cos(2t)

20, el = S > 2 .
donc
[
1 1 2t 1 2t =400
limite finite
donc l'intégrale est semi-convergente. O

8 Intégration des relations de comparaison
Théoréme.

@ 1,9 € 6%,([a,b[, Ry) des fonctions positives, g intégrable sur [a, b]

@ 1. Si f = Oy(g) alors ) .
/wf0b</m g)

/:f=0b</:g>

/:f“bd/:g

Chapitre IV : INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE
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Démonstration.
1. Il existe M > 0 et un ¢ € [a, b] tel que

b b
vtelebl, () < Mg(t) — Va € [o,b], /ng/ g

2. Soit € > 0. Il existe ¢ € [a, b] tel que sur [c,b[, f < eg donc

b b
vz € [c, b, /f<€/g

3. fr~g < [—g=oyg) donc
(f=9) =0 lf =gl | =0 | o gl =o gl = [ f~ ] g
[smo=o(fu-a)=o(a{[s)) ([ s) =[]

Remarque.
Si f est de signe quelconque, alors

b b b
f=04(g) = |f] = Ou(g) :»/f=0b</ f|>=ob</ g>

donc le signe de f n’est pas important.

Théoréme.

@ f,9 € €%,([a,b[, R) positives
@ 1. Si f est non intégrable et f = O(g) alors g n’est pas intégrable et

[r=o(fs)

2. Si f est non intégrable et f = 0,(g) alors g n’est pas intégrable et

[r=a(fs)

3. Si f est non intégrable et f 9 alors g n’est pas intégrable et

/:f?/:g

Démonstration. Dans les trois cas il existe C' > 0 et ¢ € [a, b] tels que

YV € [c, b, 0 < f(z) < Cy(x)

dOIlC T xT xT xT C
Vx> ¢, /f:/f+/f<0/g+/f
a a C C a
—> 400
xz—b
donc .
/g—>+oo
c r—b

et g n’est pas intégrable.

Chapitre IV : INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE
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On montre le point 2. (les points 1. et 3. se traitant similairement). Soit € > 0. Il existe ¢ € [a, b] tel que

x x x x c C
Va € [c, b, 0< f(z) <€g(x) = %g(m) :>/f<£'/ g:>/f<8' /g +/ f—a'/g
(& c a a a a
—>+o0

x—b

donc pour z assez grand,
xT (&3 (&
[+ [
@ — <+ =2 T < 2’ =¢

/ / g rassez grand
a a
don (C) O

+oo
Exemple. On veut déterminer un équivalent de / e~ dt. On éerit
xr

+o0 +oo —z? +oo ,—t?
42 1 42 e e
= — (2 — _
/I e " dt /:C Qt( te”" ) dt 5 o /z 57 dt

4o +oo —t2 —a?
42 e &
dt dt =
/z ¢t /I 202 21

—t2 +oo —t2 +oo
e 42 (& 42
212 > . 22 e

0<

de sorte que

or

donc

9 Propriétés héritées

Proposition.

1. Si fe6°(I,Ry)et [, f=0alors f=0surI.

2. Soit f € 6°(Ja,b[, C) et ¢ de classe 6! bijective croissante de ]a, 3] dans ]a, b[.
(a) fab fet ff f o x ¢ ont méme nature (CV, ACV, DV)
(b) En cas de convergence, ces intégrales sont égales

3. Soit £, g de classe 6! sur ]a, b[ & valeurs complexes. On a

/abf'g = [falh - /abfg’

a condition que deux des trois termes convergent.

Démonstration.
1. Pour J segment de I, c’est vrai. On passe a la limite.
2. Sur les semgents c’est vrai, on passe a la limite.

3. Si deux des trois termes convergent, le troisieme aussi
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10 Méthodes pour établir I’intégrabilité
a) Intégrabilité de r — z%(1 — exp(—1/y/)) sur R,

On cherche la nature de oo
/ x*(1— 6_#) dx
0

f::cr—mv“(lfe_ﬁ)

La fonction

est continue sur R} et

1
fla) rat=——
donc f est intégrable en 0 ssi a > —1. Puis,
xa
f(z) oo ﬁ

donc f est intégrable en +oo ssi a < f%.

L’intégrale est donc absolument convergente ( <= convergente vu la positivité) ssi —1 < a < —%

b) Intégrales de Bertrand

On cherche la nature de

1
|
—d
/0 z%|In x|f .
On note

1

fit— 6‘60(]0,g],R)

x| Inz|P
e Si a < 0 alors on peut prolonger par continuité en 0, la fonction est intégrable
e Si0< a<lalors
14« t—a
tTo t2
te|Int|f  |Int]f t—o+

0 — £(t) = ops (ﬁ)

et H‘—a < 1 donc f est intégrable.

7ln7 —Inz e(afl)u
/ / dt = / Y
Inx 6 u auﬁ —Ind uﬂ

7 — ot donc on n’a pas l'intégrabilité Si a = 1 alors on a l'intégrabilité
U u—r+00

e Sia>1 alors

e(a—l)u

Si o > 1 alors

ssi B> 1.
Exercice.
Montrer que

tee At
L W CV<:>(OK>1)OU<O[:1€tﬁ>1)

c¢) Nature d’une intégrale

On va déterminer la nature de
1—cost
—— 5l g
0 t%vsint
L’intégrande est continue sur ]0,1] et en 0,

1 —cost 2

toy/sint 0 =3

donc l'intégrale converge ssi a < 5
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d) Calcul de [;" =2t d¢

Résultat (Lemme de Riemann-Lebesgue).
Si f € 6°([a,b] € C) alors

b
/ ft)e™dt —— 0

n—-+oo

Démonstration. Le cas ot f est 61 est plus facile & montrer :

b inb ina b
: f(b)e™” — fla)e 1 :
t m,tdt — _ / t zntdt
/a f(t)e IPP n m F'(®e
—0 —0
n—+oo n—+4oo

Dans le cas ou f n’est que continue, on note

n——+4oo

E= {fe‘G%M([mb},C), /bf(t)ei"tdt—m}

E est un sev de €%,,([a,b], C) et toutes les fonctions de type 1j, g sont dans E donc toutes les fonctions
en escalier aussi.

Pour f continue et € > 0, on approche f & &' prés par ¢ fonction en escalier de sorte que

b b b
/ f(t)eint dt :/ (f _ @)(f)eint dt—‘r/ QO(t)eint dt

[ I<(b=a)e’ — 0

n—+4oo

donc APCR N,
b
VYn > N, / f®e™ < (b—a)e +&' =¢
donc f € E O
On note
1 1
fit— — ==
sint ¢

Cette fonction est prolongeable en 0 en une fonction 6! qu’on note toujours f. Puis on définit

("+D3 gint 3 sin((2n + 1)t
In:/ SlTndt J”:/ wdt
0 0 sint
On a x
2 sin((2 1)t
n:/ sin((2n + ))dt
0 t
donc _
2 iemann-Lebesgue
T — I, = / F(t)sin((2n + 1)¢) dt Siemannlebessue,
0 n—+oo
Puis

S /72Y sin((2n 4 3)t) — sin((2n + 1)¢) g — /72r 2cos((2n + 2)t) sint & =0
SRR sint ) sint o

donc (J,,) est contante égale a Jo = 7 d’ou
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11 Espaces de fonctions intégrables

a) ZYI,0)

Définition.
On note £'(I, C) I'ensemble des fonctions (6%,,) intégrables sur I & valeurs dans C, et

LHI,C) =LY 1,C)n6°1,C)
Proposition.
@ Soit I un intervalle non trivial

@ 1. Si f,g € £L1(1,C), alors f +g € LY(I,6) et

Jir+ar< [ir1+ [0

2. LYI,C) et LL(I,C) sont des sev de €%,,(I,C)

Démonstration. Facile O

Remarque.
Pour f,g € £(I,C),

St < 1=

b) £%(I,C)

Théoréme — Définition.
1.

def

L21,C) - {fe%%Mmc» [ st cv}
I

On dit que les fonctions de cet ensemble sont de carré intégrable.
2. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)Si f, g € £2(I,C) alors fg € L*(I,C) et

() () 2

3. On a égalité dans (*) si et seulement si f et g sont proportionnelles

Démonstration.

1. ,
lo®
2

2. C’est vrai sur un segment, on passe a la borne supérieure :

Jua< (][ |f2>é (/ |g|2)é
[ 53] < [ 154

3. (autre preuve) Si f et g sont de carré intégrable, alors

2
|fgl < %—F

et

e Premier cas :
/|g\2:0 = g=0 = g=0xf
I

et il y a égalité.
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J 1ok 20
P(z) = /f+xg /f2+2x/fg+w/

et on a égalité si et seulement si

e Second cas :

On pose alors

A=0 <« INeR, Pla)=0<<= Ng=-—f

Théoreme.
1. %2 et £2 sont des sev de €%,

2. Si f, g sont de carré intégrable alors

N N N
([ireae) < (f1e2) "+ ([1ar)
Démonstration.

Lo A4 gl? = [MPfI+ Afg+ Afg + |g|* intégrable

(s () () |
= [ir+at < f1ree2(([ir) (/m)) + [l
= [sa+io<z(([u)([1a7))

qui est vrai par Cauchy-Schwarz vu précédemment
O

Remarque.

Sur £2(I,R), cette inégalité est I'inégalité triangulaire pour la norme canoniquement associée au

produit scalaire
(f9) = [ f9
I

En général, il n’y a pas de relation d’inclusion entre £! et £2. Par exemple, I'application = +—— ﬁ

Remarque.

est intégrable sur |0, 1] mais n’est pas de carré intégrable sur cet intervalle. L’application z — % est
de carré intégrable sur |1; +o0o[ mais elle n’est pas intégrable sur cet intervalle.

Dans le cas d’un intervalle borné, si f est de carré intégrable alors comme 1; aussi, f1; est intégrable
et vaut f. Il y a donc une inclusion dans ce cas.

Exercice.
Soir f € ‘6?(R4,R) telle que f, f’ € £2(R4,R). Montrer que f’ € £%2(R,R) et

+oo +oo —+o0
/ f/2 < / f2 4 / f//2
0 0 0

Résolution. On raisonne par I'absurde et on suppose que f’? n’est pas intégrable, c’est-a-dire

xT
J—
0

Tr—+400

/ P =118 / 12 = f(2) ' (2) — £(0)£'(0) - /wa’Q

Chapitre IV : INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE




12 — CALCUL D’INTEGRALES Page 56 / 237

Or ff” est intégrable donc, la limite étant finie des deux cotés, f(z)f'(x) — +o0o de sorte que
T—r+00

|17 = 3@ =350 = Pla) o+

r—+00

ce qui est absurde. Ainsi, f? est intégrable.

Ensuite,
(f+f/+f//)2 _ ((f'_"_f/)Q)/ :f2+f//2 _f/2
puis

A?f+f+f%2—«f+ffw=A?f+f+f%?4f+ff@»uf+ffm>

0? >0
>0 T — 400
Il ne reste plus qu’a vérifier (f + f/)2(z) P 0. Pour le voir :
r—r+00
fz(x):f2(0)+2/wff’M£eR = f*(z) ——0
0 r——+00 f2ept r——+00
et de méme pour f'%(z) O

Exercice (%) (Cas particulier de Landau-Kolmogorov).

/Omf'zszwomﬂxfomf”

Indication : remplacer f(x) par f(Az) et choisir A

Montrer que dans ce cas,

12 Calcul d’intégrales '

a) Calcul de I = [ Inosin
e ¢+ In(sint) est continue sur 0, 7]
e In(sint) =1Int + In(1 + o (t)) intégrable

™

donc I est ACV donc CV. De méme, / In(cost) dt est absolument convergente. Le changement de
0

T _

variable v = § —t dans I donne I = J puis

ki ki 1 il ki 1 1 T
I+J= /2 In(sin x cos) = /2 In —dt + /2 In(sin(2t)) dt = /2 In —dt + 7/ In(sin v) du
0 0 2 0 0 2 2 Jo
S
=21

donc 21 — I = —gln2

b) Calcul par compensation

On se donne f € 6(Ry,R), 0<a<bet f(x) TKER

On va justifier que

T

[ et
0

converge et calculer sa valeur.

1. «Les intégrales qui font le plaisir des taupins»
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On a
V0 <e <R, / f az) / - /
f(u)
/ v /b
/bs 7U /b
Or , \
Mdu—f(O)ln(b>‘: Fw) =10 4, < sup |f—f(0)|-1n(b>—>0
ae U a ag u lag,be] a/) =0t
De méme,
bR
Mdu—Elm (b) < sup |f—/{|In (b> )
aR U a [aR,bR) a/ R—4oo
donc .
/0 de = (f(0) = £)In <Z)
Exemple.
/+°° arctan x — arctan(2x) do = — 1o
0 x 2

13 Méthodes asymptotiques
a) Comparaison séries-intégrales >
Soit f continue sur R, positive décroissante. Dans ce cas,

k+1
vk €N, f<k+1)</ 0
k
donc . . .
k) < k) >
;f<></0f I SCEY
Si Y~ f(k) est convergente alors
n +o0
/ F<Y 1)
0 k=0

pour n > 1 donc ( fo ) est croissante majorée convergente vers un réel ¢ et
Lm’J lz]+1
A A A
T—r+00

Réciproquement si f est intégrable sur R, alors

n n +oo
St [ r< [ r = Yrwev

k=1

et f est intégrable.

Puis si f n’est pas intégrable en +o00, on va calculer un équivalent des sommes partielles de > f(k). On a

/nf—>+oo = Y f(k) DV
0

n—-+oo

2. Episode 2
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et
n+1 n

[y

1 —

k=1

n
<[ f
0
n n+1
donc si / f~ / f, alors pour un a fixé,
0 0

éf(k)fv/onf~/anf

/Onﬂf—/onﬂfnnﬂhjonf

On en déduit ainsi la proposition suivante :

or 0 < f < £(0) donc

Proposition.

@ f € 6%,(R.,R) décroissante et positive sur un voisinage de +00

@ 1. Y f(k) et O+OO f ont la méme nature

2. Si f n’est pas intégrable en +oo alors
St~ [ 1

k=0

pour a fixé assez grand

b) Sommes de Riemann généralisées

On note f continue par morceaux décroissante intégrable sur Ry (donc > 0) et

+oo
S(hy=h>_f(kh), h>0
k=1

+oo
S |,

| On ne sait pas encore que S(h) a un sens

On a

On va montrer que

Remarque.

(k4+1)h

0<)  hi((k+1)h) < / f < hf(kh)

kh

or l'intégrale est le terme général d’une série convergente donc hf(kh) aussi et S(h) est bien défini, puis

+oo
S(h) — hf(0) < / /<8

ce qui conclut avec h — 0T

Exemple.

+oo “+o0
— k222 —2
T g e -y e " dt
z—0t 0
k=0
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c¢) Méthode du trapeéze

Remarque.

h H
h+H
L’aire du trapeze d H vaut + {. Pour le voir, ¢ E
/¢ H h
On se donne f € 62([a,b],R)
ag l;

On note
b—a

n

ar=a+k

et on va montrer que

u(p) = 5 o) S lo) | b=
k=0

approche l'intégrale et on va majorer ’erreur commise. Pour ¢a, on note

T — Ag+1 Xr — ag
(r) = flag) — + fla _
() = f( k)ak_akJrl A k+1)ak+1 — Ak
de sorte que
b n=1 capqq
[t-sn=X [ i-a
a k=0 "%k
donc
b n—1 k41
[r-sn|<X [Tir-al
@ k=0 " %

Pour z €|ay, ag+1[, on note A € R tel que

£&) = (@) + 5 = aw) o — o).

La fonction \
h:t € [ak, app1] — f(t) — gr(t) — 5(15 —ag)(t — ag41)

s’annule en trois points donc en appliquant Rolle deux fois, il existe v tel que

W) =0 = A= ["(y)
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Par suite,

sup [ f"] - |(2 = ar) (@ — ap41))|
[akvak+1]

|f(x) — gi(z)| <

N | =

d’ou on tire

S £ _ _ _ " (b_a)3
s ||OOZ ok = B~ apa) At = oo

[r-s

La majoration est un O (%), ce qui est meilleur que la méthode des rectangles.

Remarque.
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1 Différents types de convergence
Définition.
On note (fy), une suite de fonctions de I dans K.
1. On dit que (f,)n converge simplement (CVS) s'il existe f: I — K telle que Vx € I, f,,(x) —+—+
n—-+4oo
f(x)
2. On dit que (fn)n converge uniformément (CVU) sl existe f: I — K telle que
e (fn — g) est bornée a partir d’un certain rang

* supyfu =gl T 0

3. On dit que (f,) converge uniformément sur tout segment (CVUTS) si pour tout segment J C I,
on a f, CVTU> f

Dans chacun des cas, on peut remplacer I par A.
Remarque.

e CVU = CVUTS = CVS

e CVS =4 CVUTS =4 CVU

Remarque.

La limite uniforme d’une suite uniformément convergente est identique a la limite simple de cette suite.
En particulier, on a unicité de la limite pour les trois convergences.

2 Opérations simples sur les convergences
Proposition.
@ (Un)n, (VUn)n sont des suites de fonctions de I dans K, u,v: 1 — K, A € K.

@ Si u, — u, v, — avec de la convergence simple (resp. CVUTS, CVU) alors

Ay +vp) = Au+v

avec la convergence simple (resp. CVUTS, CVU).

Démonstration. Evident. O

Remarque.
Pour la convergence simple, on a u,v, — uv, mais pas pour la CVU ou la CVUTS. Par exemple,

u: R+ — R
r e’”—i—%
On a
CVU

On a aussi

2

donc si u;,

converge uniformément,

ce qui est absurde

Proposition (Propriétées héritées par CVS).

cvs
@ Up : I - K, u,, — uwsur [

@ La monotonie, la convexité, le caractere k-lipschitzien, la positivité sont hérités.
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Démonstration. On écrit les inégalités et on passe a la limite. O

3 Propriétés héritées par CVU

Théoréme (Double limite).

@ Up, VU, sur A, a point adhérent de A, u,(z) — ¢, € K
T—ra

@ 1. (£,) converge vers £ € K

2. La fonction u a pour limite £ en a, i.e.

lim lim wu,(x)= lim lim u,(x
e B
Démonstration.
1
1. (admis) On va construire (ny) strictement croissante telle que Vn = ng, |6, — £y, | < ok

e Ve >0,IN € N,Vn > N,Vx € A, |u,(z) — u(z)| < &
Vn,p = N, |un(x) —up(2)] < |un(z) —u(z)|+|u(z) —up(z)| < 26’ = et — a donne |4, —€,| < ¢

Pour € = 1, il existe ng € N tel que Vn = ng, |6, — €y, <1

e Pour k£ € N, si on suppose ng < --- < ny construits, pour € = 2,6%, il existe N € N tel que
Vp > N, ¢, — {,| <e. On prend ngyq1 = max(N,ng,--- ,ng + 1).
Puis |y, ., — ln,| < 5k, Cest le terme général d’une série convergente donc (£,, ) converge.

Soit € > 0. Il existe K tel que k > K, 2% <é et |[£—4,, | <& donc pour n = ny,
[y —0) < by — lny | + [, — 0] < 26" =€

donc ¢,, — ¢
2. On suppose a € R. Soit ¢ > 0.
e AINeN,Vn > N,Vex € A, |uy(z) —u(z)] <€
e ANy e N,Vn > Ny, |6, — 4| <€
e M =max(N, Np). 36 > 0,Vz €la — §,a + S[NA, |up(x) — lar] < €.
Done [u(z) — €] < fu(z) — war (2)] + [unr(2) — o + €nr — £ < 36 =

O
Remarque.
| @ est un point adhérent si et seulement si 3(a,) € AN, a,, — a
Corollaire.
@ (up,) une suite de fonctions continues sur A qui converge uniformément sur A vers u
@ u est continue sur A
p . . , CVU
Démonstration. a € A donc a est un point adhérent de A, u, T) u et Vn € N,
}}3}1 un () = up(a) (=4y)
T€EA
et TDL :
i u(z) = lim_u(x) = u(a)
z€A
O
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4 Convergence uniforme, dérivation, intégration
Théoréme.

@ un:I—>K,u:I—>Ketun%u,ae[,unetusont(g?;M(I,K).OnnoteUn:xEI»—>

xT xr
/unetU:xED—)/u
a a

B B
@ Un % U et en particulier Vo, 8 € I,/ Uy ——— U
(6%

n—+oo -

Démonstration. [a, ] C I,.J plus petit segment qui contient a,ca, . On a sur J, avec pu(J) = [, dz
(constant) :
[Un = Ulloo < () [Jun = ttfloc ———0
n—+o0o

donc U, CVTU> U d’ou la conclusion sur la CVUTS. Puis,

B8
/ tn = Un(B) = Un(2) ——— U(B) — U(a)

n——+0o0o
O
Exemple. u, : z € [0,1] — n?2"(1 — x) converge simplement vers la fonction nulle. Puis
1 1
1 1
2
/0 " (n+1 n+2) n—+00 7&/0
donc il n’y a pas CVU.
Théoréme (Dérivation).
@ (un,) suite de fonctions 6! sur I, telles que
Vs ; CVUTS
U, T> U et Uy, ﬁ v
@ CVUTS
1. u, ~I—% U
2. v est continue et v’ = v
Démonstration. On se donne a € I fixé, on écrit
xr
Un () = up(a) +/ u
a
et n — 400 donne N
u(z) = u(a) —|—/ v
a
donc u est €' et v’ = v. Puis,
/ ’ CVUTS / v,
Uy —— U
a I a
donc
CVUTS
"o
O
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Théoréme (Dérivation itérée).

@ (uy,) fonctions 67,
(i) CVS

vk € [[07]9 - 1]]7 Up, J; ®i

et (p) CVUTS
Up "~ Pp
@ 1. Iy a CVUTS a la place de la CVS pour toutes les dérivées d’ordre < p
2. g est 6P et goék) = g

Démonstration. Admis. (Récurrence)

Théoréme (Convergence dominée).

@ (un),u des fonctions €%, (I, K), u, % u

Jp € LYI,Ry), Vo el,VneN, |u,(z) < o(x)
@ 1. u, et u intégrable sur I

2. lim Up = | u
n—-+00 I I

Démonstration. Admis

Remarque.
On note
fn: Ry — R
xne—w
T
n!
Les f, sont 6! et
e 2" te*(n — )
/ _ _an n—1\ __
o) = S ot ) = T
Le calcul donne VU
sup|fn] —— 0 donc fn—0
R+ n—-+4oo R+
Les f, sont intégrables (ce sont des o(-5)) et
+oo n_—ax1to© “+o0 n—1 “+o0
x"e x
/ fn:|:_ , ] +/ ﬁefmdx:-n:/ e fdr=1
0 n o o (n—1) 0
—_————
=0
Ainsi
+oo e T +oo
lim de=1# / lim f,(z))de=0
n——4oo 0 n' 0 n——+oo
Le théoréme ne s’applique pas sans hypothese de domination

Exemple.
“+oo
'z / et de
0

Cette fonction est bien définie car 'intégrande est intégrable. On note

t\"
fa it Lo (t) (t— n) o1

Ce sont des fonctions éPJW sur R%. On a
CVSs -
f - e ttx 1

+
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Donc Vn € N*,

t
vt > 0, 0 < fu(t) < 1o pnexp (n In (1 - n)) Le ot

et le membre de droite est 6%,, intégrable. Par convergence dominée,

[ The [ r=tw

/+°°f B n*n!
0 "z 41)- (x4 n)

Puis (calculer)

donc

5 Meéthodes pour la convergence uniforme

On suppose que 'on a une suite (uy,), de fonctions de I dans C et u de I dans C telle que

cvs
Un T> u
Comment établir u, % u?
e Etude de |u, — u| (ou u, — u pour les fonctions réelles)
e On trouve (ay,) tel que Vo € I,  |uy(z) — u(x)| < an et a, — 0
e Autre (il faut réfléchir)
Comment montrer qu’il n’y a pas CVU?

e Etudier sup 1 |un — u| et vérifier que ga ne tend pas vers 0

Trouver (z,) tel que (u, — u)(x,) ne tend pas vers 0

e Trouver un segment I tel que [, u, ne tend pas vers [, u

Régularité de la limite simple
Autre (réfléchir)

a) Un premier exemple

sin(n?x)? | ”
fulz) = nsinz stz €]0, 3]
0 siz=0
On a ovs
fn——0
mais

I (i) ~ sin(n)? 40

donc il n’y a pas CVU.
b) Un deuxiéme exemple

pn: [05] — R
r +—— ncos"xsinx

La suite (p,) converge simplement vers la fonction nulle, or

% n
= ———1#0
/0 Yn= o L

Donc il n’y a pas CVU.

Chapitre V : SUITES ET SERIES DE FONCTIONS
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c¢) Approximation de I’exponentielle

On va montrer que pour tout R > 0,

On remarque d’abord (Taylor)

Yz € 94(0,R) eZ_izk_ZnH/l(l_t)netzdt’<sup |eZ|L+1—a 0
AN = k! 0 n! = 12I<R (n+1)! "m0
donc —_—
zZ¥  covu
PrL = — ——— €
(2) ef Z !' 2:(0,R) c
k=0

Puis,

N = (1 nn-1-(n—k+1)\ ,

P (1 2) =3 (-
k=0
>0

donc

et finalement

n n
e — (1+ E) =e* — Pp(2) + P.(z) — (1 + E) _YU L9
n ——— n 2 (0,R)
CVU vers 0 CVU wers 0
d) Suite récurrente de fonctions
On se place sur [0, 5] et on pose
ug = id Vn =20, upt1 =sin(uy,)

On observe que les u,, sont croissantes donc

CcvU
Donc u,, —— 0

6 Résultats de densité

a) Fonctions en escalier

On a montré que f € 6%,,([a,b],C) est limite uniforme de fonctions en escalier sur [a,b] (vu en sup).

b) Fonctions continues affines par morceaux

On va montrer que toutes les fonctions continues sur un segment sont limites uniforme de fonctions
continues affines par morceaux.

On prend f € 6([a,b],C). Soit € > 0. Il existe  en escalier qui approche f a ¢’ = £ pres. On note
o = (ag, -+ ,a,) une subdivision adaptée & ¢ (on note |o| le pas de cette subdivision, c’est a dire le
minimum des écarts entre deux termes consécutifs). On note § > 0 tel que § < %, et on note ¢; la valeur
de ¢ sur Ja;,a;41[. On a :

Vie[l,n—1], e — flai1)| <& et e — flairr)] <& donc leiv: — ¢ < 2¢

On pose g 'unique fonction continue affine sur les intervalles du type [a; — J, a; + J] et qui coincide avec
¢ ailleurs. On a dans tous les cas |g(z) — ¢(x)] < 2¢’ et donc

Vo € [a,b],  |g(x) — f(a)] <3¢

Chapitre V : SUITES ET SERIES DE FONCTIONS
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c¢) Théoréme de Weierstrass

Théoréme (Weierstrass).

() fe6(ab.R)

@ f est limite uniforme de polynémes :
Ve > 0,3P € R[X],Vx € [a,b], |f(z)— P(x)| <e

Démonstration par les polynémes de Bernstein. On commence par le cas [a, b] = [0, 1]. Pour f € €°([0, 1], R),

- B.(f)a) = kg (F)ara -y (£)

Q.

Le calcul donne
e B,(1)(x)=1
¢ Bu(X)(2) =2

r—x

o B,(X?)(z) = %(nm o) =a?+

On en déduit
Z <Z> 28 (1 — )" F(k — nz)? = n®B, (X% (z) — 2n%zB,(X)(z) + n’B,(1)(z) = nz(1 — )
k=0

On va montrer que B, (f) converge uniformément vers f sur [0,1]. La fonction f est continue sur un
segment donc (Heine) elle est uniformément continue. Soit o > 0, il existe ¢ > 0 associé tel que

lv—yl <0 = [f(z) - fy)| <
On a

Bu(f)) — fr)= 3 (7(%) - @) ()era -0

k=0
£ _z|<6

n

* ki; (f (i) —f(w)) (Z)xk(l )k

E_z|>6

n

On note M un majorant de |f| sur [0,1], et en remarquant que |£ — 2| > § < (nd)? < (k—nx)?, on a

(né)? z”: (Z):ﬁk(l ) i (k — nx)? (Z) aF (1 — z)nk

k=0 k=0

E_g|>6 | £ —z]>6
= n
< E— na)? k(1 _ )k
>k ) a1 - )
k=0
n
nx x) 1

d’ou finalement

%—z|>§
et o0
B, — <
Bul)@) — f@)] < poy +a<e
d’ou la CVU.
Pour le cas général, on compose a droite par une application affine (polyndmiale). O
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7 Séries de fonctions
Définition.
On note (fy,)nen une suite de fonctions de I dans K.

e On appelle série de fonctions associée & f = (f,,) la suite (S, (f))n, oU

n
Suf) iz €lr— Y fulx)
k=0
On la note >_ fn
e On dira que ) f,, converge simplement ou uniformément si la suite sous-jacente (S, (f)) aussi.
e On dira que »_ f,, converge normalement si || f,,||oo est le terme général d’une série convergente.

Remarque.

La convergence normale entraine tous les autres types de convergences, c’est une contrainte plus forte.
En effet, si ) f,, converge normalement, alors il y a CVS car >_ | f,(z)| converge. On note S la limite
simple et on a

+oo +oo
VeelLvneN,  |Su(f)@)=S@)|=| Y fil@)| < D IMillw =0
k=n-+1 k=n+1
d’ou la CVU.
8 Propriétés héritées
Proposition.
@ fn : I — K continues, >_ f, CVU
+oo
@ S:xel— Z fn(x) est continue
n=0
Démonstration. Les S, (f) sont continues et il y a CVU. O

Proposition (Dérivation).

(H) fu:I—+K €%, Y f CVUet Y f, CVUTS
“+o0
@ S:xEII—>an(x) est €' et
n=0 oo
') =Y (@)
n=0
Proposition (Double limite).

(H) fu:I XK aadbérent A1, Y f, CVU,  lim fu(z) =€, € K
zel

@ 1. >~ ¢, converge
“+o0 “+o0
2. ;ig}lan(x) =>

n=0 n=0
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Proposition (Dérivation itérée).

(H) fu 6 1LK), T X270 CVS et T 4P CVUTS
@ Les CVS sont des CVUTS et

“+o0
veefo,pl, SO) =" fi(x)
n=0

9 Exemples

a) Etude de ¥, m

On a bien CVS sur R} et pour k£ > 0
1 1 L.
‘I{M‘ g E tg serie CV

donc il y a CVN et CVU. La somme S est continue et on a

Puis, 25(z) converge normalement et

. T 1
lim —— = —
e=toonl(z +n) n!

Donc par théoréme de la double limite,

On étudie S(z) — £.

“+o00
e 1 —n 1

— - = _— = —— -— = 1 ~
S(@) x nz:%n!x(x—i—n) x ! S+z)

D’ou finalement

La fonction S est €' sur R} car
e Les f,, sont 6!
e Il yaCVS

e Sur un segment [a, b], || ] |loco < W qui est le terme général d’une série convergente, indépendant
de z. Donc > f/ CVN donc CVUTS

b) Etude de Y (—1)"In(1 + 1/nz?)
On pose
VeeRy,  f(z)=> (-1)"In (1 + njmg>
n>1

La série converge absolument donc on a bien la CVS, les f,, sont continus puis il y a CVN sur chaque
segment donc f est continue.

Puis, sur [1,+o00[, on a 2%In(1 + ) < - donc il y a CVN et

Vn € N*,  lim (—1)"2%In (1 + 1) = (=1

z—+00 n2x? n?
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donc (double limite) :

1 (="
f(x) +o0 ﬁ n2
n=1
Remarque.
w2 1 1
(@)=" = +
6 ngl (2n)? n%:o (2n + 1)
2
3%
donc
+oo (_1)n - 1 7T2 71_2 - 71_2
— n? 4 06 8 12
2
T
t ~ —
et f@) "o

10 Intégration terme a terme

L’intégration terme a terme dans le cas uniforme est identique au cas des suites.

Théoréme (Intégration terme & terme uniforme).
(H)  fu € 6@ b R), X fu CVU et 3,20 fu 6y

© [Yh-x[n

Théoréme (Intégration dominée).

@ fn € 6%, sur I, intégrable. > f,, CVS, Y onso0fn 6o €t > [} |fn] converge
@ > >0 fn est intégrable sur I et

£anzzn

n=0 n=0

—+oo
Exemple. Calcul de /
0

Pour t > 0,

t t t X =
_ _ —tk __ —(k+1)t
et—l_et(l—e—t)_etkz_oe —kz_ote

On note fj, : t — te~ K+t € €9 (R*). Ona . f, CVS sur RY et Ym0 fn est continue sur R . Puis,
pour k > 0,

e (et 1
= te” ‘dt = ——5 tg série CV
/0 |fk| /0 € (k‘+1)2 g serie

donc on peut intégrer terme a terme :

oo g to0  rdoo (410t 2
dt = / te” dt = —
/0 et — 1 k:Z:O 0 6

T Inu

Exemple. Calcul de I :/ du.

0 1 +u

+oo
Premiére méthode. u = et donne I = 7/ n dt et on a calculé cette intégrale
0 e —
p Inu k k . PR v 42 . N .
Seconde méthode. T = Z(—l) ‘u” In u et on applique le théoréme d’intégration terme & terme (version
U

k>0
simple)
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11 Méthodes pour la convergence uniforme

Pour montrer la convergence uniforme, on peut montrer
e la convergence normale
e la convergence simple puis la convergence uniforme du reste vers 0

e autre (il faut réfléchir)

a) TSA uniforme

Si (up) est une suite de fonctions de I dans R4, que Vo € I, (u,(x)) décroit et u, converge uniformément
vers 0, alors >_(—1)Fu; converge simplement sur I par TSA et

—+oo
veel, | Y (-DPu(@)] S unsa(e) S0
k=n+1

donc Y u, CVU.

b) Etude de ¢

On note

et

On note u, : £ —> —
n

Etude de régularité. On va montrer que ¢ est €. Soit n > 1.
o Les uy sont 6°°

e Pouri € [0,n—1],on a

donc pour =z > 1,

donc Zu,(j) CVS
e Soit [a,b] C|1,+o00[. Alors

n In" k 1
Vo € [a,b],Vk > 1, |’LL§C )(.’I})‘ < r;ga = 0400 (W)
2

d’ou la CVUTS.
¢ est donc ‘6™ pour tout n, donc ¢ € € et

()= (—1)1:7111"’“
E>1

Des arguments identiques montrent le méme résultat pour ¢ sur R% (pour montrer la CVUTS on utilise
le TSA & partir d’un certain rang).
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Etude en 17. Pourz >1letn > 1,

donc
A 1
—],g = S
@-1<[{=] -
et finalement )
¢(@) -1

Pour aller plus loin, on note

1 mLde

fn T — — T

n® n [
On a CVS car ) )
et ily a CVU sur [1, +o0[ car

Vz>1n>1 O<Zf Z LENNP. 0
= Lt=1, X k\T z = 7
it W k (k+ 1) (n+1) n+1 n—otoo
Ainsi,
Sixr— Z fn(x)
n=1
est continue et
¢(s) — L Z hm fn(s Z l—(ln(n—&—l)—lnn) =
s—1 s—>1+ =i " - ~i\n =7

donc finalement

((s) = — +7+o1)

Etude en “+o0.

n 1 +o00 -~
Vs> 1,Vn > 1, (s - i
o(w-Ex)- 2@
et

Vs> 2,Vk>n+1, (%) < (%

donc ) (%) converge normalement sur [2, +-0o[ Une interversion des limites donne

2
) tg série CV (variable k)

lim (%)s =0 donce ¢(s) = Z i + o(i)

Ss——+00

Lien entre ¢ et ¢.

_(_1\n—1
Vs> 1, —p(s) +((s) = Z ! (ksl) =2 (271L)S
n>1 n=1
donc
1
¢(s) = 1 o(s)
25—1

On en déduit ainsi un prolongement de ¢ sur ]0, 1.
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12 Meéthodes pour les équivalents

a) Un développement asymptotique a trois termes

/1 dt
Ay =
o 1+t

On note

On a

On note donc

nlU—> %([0,1],R
o 1 €60, 1,R)
On a la convergence simple suivante :
1 siu>0
—— siw
fulw) 55 0150
1 1o sinon

Puis

VYn € N,Vu € [0, 1], | frn(u)| < T continu intégrable sur [0, 1]

U

donc par convergence dominée,

1

1,1 1
n d
/ " du / R
o 1+u n—too  Jo 14w

In2 1
L

11 _us
anflJrln—Q:l/ 1—u du
0

donc

Puis

n n 1+u

et (Taylor-Lagrange), pour u € [0, 1],

1
un —1——lnwu
n

Inu)? Inu)?
WO p e < 12

<
7% n(u)/n,0] n?

En appliquant la méme méthode,

1 In2 1 (! Inu du+ 1
= _——— — u —_—
i n n?Jy 14+u o\ n2

b) Etude d’une norme

Etude en 0. On définit

I(a) = (/f) — Il

avec f € 6([0,1],R%). Pour x € [0,1] fixé,

fx) = 2™/ @ =1 4 aln(f(2)) + e(a, z)

(o) :expG1n(1+a/011nf+/ole(a,x)dx)>

o(a)?

donc

Taylor-Lagrange donne, si « est assez petit pour avoir [aln(f(x)),0] C [-2,2],

(aln f(2))?

e(a,2)] < 2L
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donc .
/ e(a,z)dr = o)
0

et
1
I(«) mexp </0 lnf)

Etude en +0c0. On va montrer que || f||a — ||f||oo = max |f| (cette valeur existe car f est définie
« o0

-+
sur un segment). On note zy un antécédent du maximum de | f].

On suppose xg €]0,1[. Soit € > 0, § > 0 associé tel que
Vo € [zg— 0,20 +6] C[0,1], M—¢& < flz)<M

de sorte que
zo+0

1
(M_&J)oz25</ fozg/ fonga
zo—0 0
et )
(M —')(20)% <I(a) <M
N—————

— M £
a—r—+00

Donc il existe A > 0 tel que pour @« > A, M —2¢' = M — e < I(a) < M donc

I(e) = fla o M = lIfllo
¢) Une série de primitives

On note fj : [a,b] = R continue et pour n > 1,

fo: [a,d) — R

x

T frn-1

a

Que dire de Zn>1 In?

On note M = || f||co = sup|f]|. Par récurrence, on montre que
[a,b]

Vrelab],  |fal@)l < M%
Puis "

veelatl,  Ifa@) < MY g sarie ov
n.

donc ) f,, converge normalement sur [a,b]. On note S la somme de cette série.

Les f,, dont 6! donc S aussi (facile) et

S/:anfl =fo+S
n>1

Avec S(a) = 0, on déduit
Vrelab,  S(z)—e / et fo(t) dt
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1 Groupes

Rappel. (G, %) est un groupe ssi

e x est une loi de composition interne associative
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e * a un neutre dans G

e Tous les éléments de G ont un inverse dans G pour %
Notation.
Si x est commutative, on la notera en général + et 'inverse sera alors noté —z. Sinon, on notera
souvent la loi - et I'inverse 1. Le neutre de G se note eg (parfois O ou 0 dans le cas d’une loi notée
additivement)

Si G est de cardinal fini, alors on note |G| ou #G son cardinal.

2 Constructeurs de groupes
Proposition.

1. Si (G, ) est un groupe et X un ensemble non vide alors on muni I’ensemble de fonction de X dans
G de la loi x en posant
Vf,g:X—>G, f*ngf(x)g(x)

(F (X, G),*) est alors un groupe.
2. Soit (G, ), (G', %) deux groupes. On munit G x G’ de la loi - en posant

(z,2") - (y, ') = (x N2’y xy)

(G x G',-) est alors un groupe.

Démonstration. Facile mais pénible. O

3 Sous-groupes

Théoréme — Définition.

@ (G,-) un groupe, H C G

@ On dira que H est un sous-groupe de G si H # &, - est une l.c.i. sur H et (H,-) est un groupe.
Dans ce cas, ey = eg. Il y a équivalence entre :
(a) H est un sous-groupe de G
(b) HCG, H#@etVo,yc Hyx-y * € H

Notation.
(G, ") groupe, H C G, a € G.

aH={a-h, heH}
Hl'=hn' heH
et si A C G,

AH={a-h, ac€AheH}
Ainsi H C G est un sous-groupe de G si et seulement si H # @ et HH ' C H

Exercice.
| Soient H, K des sous-groupes de G. Montrer que H K est un sous groupe si et seulement si HK = KH.

Résolution. Si HK sous-groupe de G alors HK = (HK) ' = K~'H™! = KH. Si HK = KH alors
HK(HK)'=HKK'H=HKKH=HHKK C HK O

a) Centre d’un groupe
Définition.
Le centre d’un groupe G est le groupe
Z(G)={x€ G, VYyeG,zy=yx}

Remarque.
| C’est un sous-groupe de G, on peut le vérifier manuellement.

Chapitre VI : ALGEBRE GENERALE
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b) Normalisateur
On note H un sous-groupe de G. On appelle normalisateur de H 1’ensemble
NH)={z€G, zHz'=H}
On peut vérifier que c’est un sous-groupe de G. On dira que H est un sous-groupe distingué de G si
N(H)=G.
Remarque.

On note % la relation
TRy —= y lxcH

C’est bien une relation d’équivalence (réfléxive symétrique transitive) et sia € H, x € a <= x € aH.
De méme, zR'y <= xy~' € H définit une autre relation d’équivalence dont les classes sont les Ha.
Lorsque H est distingué (on notera H < G), aH = Ha

c¢) Sous-groupe de torsion

Soit G un groupe abélien. On note
T(G)={9€G, IneN"g"=ec}

C’est un sous-groupe ! de G appelé sous-groupe de torsion.

d) Sous-groupes de Z et R

On va montrer que les sous-groupe de Z sont de la forme dZ, et d est unique au signe pres. On va pour
cela montrer la propriété plus générale suivante (hors-programme) : si A est un anneau euclidien, alors
c’est un anneau principal.

Définition (Hors-Programme).
Un anneau A commutatif est dit euclidien lorsqu’il existe une application v : A\ {0} — N qui satisfait
les propriétés suivantes :
1.
V(a,b) € Ax A\ {0},3q,7 € A, a=gb+r et r=0ouuv(r)<uvb)

Va,b e A\ {0}, v(b) < v(ab)

Une telle application sera appelée stathme euclidien sur A. Une application qui ne satisfait que la
premiere propriété sera appelée préstathme euclidien sur A.
Un anneau A commutatif sera dit principal lorsque tous ses idéaux ¢ (sous-groupes I de (A, +) tels que
pour tout a € A, al C I) sont principaux (i.e. de la forme aA)

a. notion abordée plus en détail dans la section Idéal d’un anneau

L’anneau Z est euclidien (la valeur absolue est un stathme euclidien sur Z). Si H est un sous-groupe de
Z alors pour tout k € Z, kH = H+ H +---+ H C H donc H est un idéal de 'anneau Z. Il sera donc
suffisant de montrer que tout anneau euclidien est principal.

Proposition (Hors-Programme).
| Un anneau euclidien est principal

Démonstration. Soit A un anneau commutatif euclidien (de stathme v), et I un idéal de A. On va montrer
que I s’écrit aA pour un a € A. Si I = {0} alors a = 0 convient.

On suppose I # {0}. L’ensemble v(I \ {0}) admet un minimum, on note a € I \ {0} un élément minimal
pour v. On a clairement aA C I car a € I et I idéal. On prend b € [ et

dq,r, b=qa+r et r=0ouv(r)<wv(a).

Onar=>b—gqa € I donc v(r) < v(a) est impossible par définition de a, donc r = 0 et b = ga. On a donc
ICaAdounaA=1 O

1. on a besoin de I’hypothése de commutativité de G, ¢a n’est pas vrai sinon
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Remarque.
Si I est un idéal principal, il s’écrit I = aA. S’il s’écrit également a’A alors a | a’ et a’ | a donc a = ed’
pour € € U (A) (le groupe des inversibles de A). Dans Z, les inversibles sont —1 et 1, d’ott 'unicité du
générateur positif.

Remarque.

| On aurait pu écrire la démonstration directement pour A =Z, v : x — ||

On va maintenant montrer qu’un sous groupe H non trivial de R est soit dense dans R soit de la forme
aZ. On note £ =inf H NR}. Il y a deux cas :

e (>0.8Sil¢H alors il existe a € R} tel que a €]¢,2{[ et a € H, il existe b € H tel que b €], a[ donc
a—be HNRY ce qui est absurde car a — b > £ par définition de £. Donc £ € H et {Z C H. Pour
lautre inclusion, fait comme pour Z : on écrit x = |z/€]¢ +r et r = 0.

e /=0.Solent 0 <z <y. llexistea € HNRY telque 0 <a<y—=zet
x
T < {aJ+a<x+y—x:y
—_——
€H

donc H est dense dans R (les autres configurations de x et y se traitent similairement)

Par exemple, aZ + bZ est dense dans R si et seulement si ¢ ¢ Q, de sorte que cos(N) est dense dans R
car Z + 277 est dense dans R

4 Opérations sur les sous-groupes
Proposition.

@ (H;)ier famille de sous-groupes de G

@ L’ensemble
N

icl

est un sous-groupe de G

Remarque.

| En général, 'union de deux sous-groupes n’est pas un sous-groupe

5 Sous-groupes engendrés

Théoréme — Définition.

@ (G,-) un groupe, A C G, Sy = {H € ?(G), A C H,H sg de G}
@ 1. On appelle sous-groupe engendré par A I’ensemble

= H

HeSa

2. Si H est un sous-groupe de G contenant A alors (A) C H

3.
(A) ={ectU{x1-- 20, neN,z1,-- 2, GAUA_I}

Démonstration.
3. Onnote E = {eg}U{z1- 2, ne€N,zy,-- , 2, € AUA}. Ona

E C (4) car A, A7 C (A)

et A C E donc (A) C E par 2. donc E = (4)
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Exemple. e (exp (22)) =T,

o Z=(1)=1(2,3)

o S, = (12, (1 - n))

Définition.
Un groupe G est dit monogene s’il existe a € G tel que G = (a). Si de plus G est fini, on dira qu’il est
cyclique

6 Morphismes

Définition.
Soient (G,-), (G',*) deux groupes. Une application f : G — G’ est un morphisme ssi

Notation.

f : G — G’ est un endomorphisme ssi ¢’est un morphisme. C’est un isomorphisme si c¢’est une bijection.
Si G = G’, on dira qu’un morphisme de G dans G’ est un endomorphisme de G. Un endomorphisme
bijectif est appelé automorphisme. On note Hom(G, G’) l'ensemble des morphisme de G dans G’ et
Aut(G) lensemble des automorphismes de G.

Proposition.
@ f € Hom(G, G")
@ L. fleg) = ea
2. VzeG, f(z71)=f(z)!
3. On note Ker f = f~*({ec}).
(a) Ker f est un sous groupe de G
(b) f est injective si et seulement si Ker f = {eq}

4. f~1 est un isomorphisme si f est un isomorphisme.

5. go f est un morphisme si f : G — G' et g: G' — G” le sont

Conséquence 1. (Aut(G), o) est un groupe

Conséquence 2. Les i, : © € G — aza™! pour a € G sont appelés automorphismes intérieurs.
p :a+— i, est un morphisme.

Les morphismes ont la propriété intéressante suivante :

Proposition.
| L’image et la préimage d’un groupe par un morphisme est un groupe.

Démonstration. Facile mais pénible O

7 Groupes finis

a) Théoréeme de Lagrange

On note G un groupe fini et H un sous groupe de G. On va montrer que |H| divise |G|. On a vu que
TRy <= z lye H

définit une relation d’équivalence sur G, les classes d’équivalence forment donc une partition de G. On a

ainsi (U désigne I'union disjointe)

p
G=|]|aH = |G| =plH]|
=1
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b) |G|l =|Kerf|-|Im f|
On note G un groupe fini et f : G — G’ un morphisme. On note Im f = {y1,--- ,yp} de sorte que

G=||r'w) = |6 = Zlf ({wi})

p
i1

7

On se donne y € Im f fixé et z € f~1({y}). On pose
p:teKerfr—ate f1{y}).

Cette application est injective et si u € f~1({y}) alors u = ¢(z~u) donc elle est aussi surjective. Elle est
donc bijective, d’ou
' {yDl =IKer f| = |G| =|Kerf|-|Imf]|

¢) Ordre d’un élément

Définition — Proposition.

@ G un groupe fini, a € G

1. ¢: Z — G,n+— a” est un morphisme. Il existe un unique entier naturel non nul tel que
Ker ¢ = dZ, qu’on appelle ordre de a dans G, noté ordg(a) ou ord(a)

2. ord(a) = [{a)| = min{n € N*,a™ = eg}

3. a” =eg < ord(a)|net

ord(a)

ord(a”) = p Aord(a)

Démonstration.
1. ¢ n’est pas injective car G fini donc Ker ¢ est un sous-groupe non trivial de Z, ce qui conclut
2. d = minKer oy N N* = min{n € N*,a" = e} puis

k dq+r

a®=a =a"

avec r € [0,d — 1] donc (a) = {eg,a, -+ ,a% '} et pour 0 < 7y <719 < d, a™ =a™ = 19 —11 €
dZN]0,d — 1] absurde donc |{(a)| = d

3. a"=eqg < ne€Kerp=dZ < d|n puis

ord(a) d
(ap) P/\O(id(a) = ak ord(a) =eqg donc Ord(ap) ‘ p;)\ror(da()a)
et d(a)
P — e — ord(a) | pord(a”) — | L d(a”
(a?) eq ord(a) | pord(a?) A ord(a) p/\ord(a)xor (a?)
donc par le lemme de Gauss,
ord(a)
o\ d(aP
p Aord(a) ‘ ord(a”)

d’oun I'égalité
Remarque.
Si G est fini abélien et a,b € G,
(ab)ord@Verd®) — ¢ — ord(ab) | ord(a) V ord(b)
Si ord(a) et ord(b) sont premiers entre eux alors

(ab)ord(@b)ord(®) — o, — gord(ab)ord(®) . ord(q) | ord(b) ord(ab) = ord(a) | ord(ab)

Gauss

et par symétrie, ord(b) | ord(ab) don ord(ab) = ord(a) ord(b)
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Proposition.

@ (G, ) groupe fini, a € G
@ ord(a) | #G

Démonstration. C’est évident avec le théoreme de Lagrange. Sinon,

HZE:HCLIEZG‘C”H’JZ — a‘Gl:eG

z€G zeG zeG

d) Groupe de cardinal p?

On note p un nombre premier et on suppose que G est un groupe d’ordre p?. Les seuls ordres possibles
sont 1,p et p2. S’il y a un élément d’ordre p?, alors G = (a) est abélien et a? est d’ordre p. Sinon, tous
les éléments sont d’ordres p. Dans les deux cas, il y a un élément d’ordre p.

e) Groupe de cardinal divisible par p

On note p premier et G un groupe d’ordre kp. On va montrer qu’il existe un élément d’ordre p. Il suffit
de montrer qu'un élément est d’ordre p. On note

E={(z1, - ,zp) €GP, x1---2p =eq} #E = #GP~ L
Cet ensemble est stable par permutation circulaire (car z1 -z, = e¢ = x2---Tpx1 = eg). On note o
la permutation circulaire (1 2 --- p). On va faire agir (o) sur E. Pour C € &,,, x = (z1,--- ,xp) € E,
on note C.x = (T(1), " To(p))-

Pour x € E, on note O, = {C.z,C € (o)} Vorbite de x. La relation tRy <= y € O, est une relation
d’équivalence sur E de sorte que les O, forment une partition de F. On note

Yz 1€ (o) — cx € Oy.

Si ¢, est injective alors O, = Im g, et |O,| = |(¢)| = p. Sinon, il existe 1 < k; < ko < p tel que o*1.0 =
o2.x donc o*2 %12 = x. On a alors Vn > 0,0".0 = o™ 2% 1 donc Vi € [1,p], z; = Tifn(ka—k1) (mod p)
or ko — k1 engendre (Z,,+) (car p premier) donc (n(ke — k1)), parcourt tous les entiers modulo p et
x = (x1, -+ ,21), d’ot finalement #0, =1

Ainsi, les orbites sont de cardinal p ou 1. On note Oy, ,---,O,, les orbites de cardinal p et Omi o5 Ogr
celles de cardinal 1. On a

HE=rp+s=#G"'=0 (modp) = r=0 (mod p)
doncr > p > 2etilexistex = (a, -+ ,a) # (eg, - ,eq) dans E, donc aP? = eg et a # e donc ord(a) = p
(car p premier n’est divisible que par 1 et p).
f) Moyenne dans un groupe
On note F un K-e.v., G un sous-groupe de GL(FE) fini d’ordre n. On note
1
p= @ Z )
g€eG
Si g € G, alors g — gg o g est bijective et
1
gop = @Zgog:p:pgo
geG
donc

1 1 1
pop=po| > 9| =" pg = —|Glp=rp
EP I P IR Aei

9eG
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donc p est un projecteur

Exercice.

e [3/2] On note f € £(F),
e g lofog

Gl 22

Montrer que f* commute avec les éléments de G et f** = f~*

e [5/2] Montrer que si F est un s.e.v stable par tous les éléments de G alors il a un supplémentaire
stable par tous les éléments de G.

8 Groupes cycliques

Définition.
| Un groupe cyclique est un groupe fini monogene

a) Sous-groupes d’un groupe cyclique

On note G = {(a) cyclique d’ordre n. On note H un sous-groupe de G, et 7 = min{p € N*,a? € H}. On a

e (") CH

e Soit x = a™ € H. On écrit m = rq+s, s € [0, — 1] de sorte que a® € H donc s = 0 et donc
x€(a?)=H

Ainsi, H est cyclique.

b) Générateurs d’un groupe cyclique
Avec les mémes notations, on considere
p:n—{ke[l,n], kAn=1}

On appelle cette application l'indicatrice d’Euler. g = aP est un générateur de G ssi ord(a?) = n ssi
n

n=_tssipAn=1.1yadonc p(n) générateurs de G.

Plus généralement, il y a ¢(d) éléments d’ordre d (on peut le voir en appliquant ce raisonnement & un
sous-groupe d’ordre d | n). On a ainsi
> eld)=n

d|n

c¢) Sous-groupes d’ordre d

On note H un sous-groupe de cardinal d de G (donc d divise n).
e H a p(d) générateurs (donc d’ordre d)
e G a p(d) éléments d’ordre d

donc H contient tous les éléments d’ordre d, il est donc unique.

9 Le groupe G,

Le n-ieme groupe symétrique (&,,,0) est un groupe d’ordre n!. On note 7; ; la transposition de support
{i,j}. Si o € &, alors ¢ s’identifie au n-uplet

(@(1),---,0(n))

On note ¢ = (i1 42 --- ip) la permutation
Tht1 sin=1ig,k<p
c:n€fl,n] — < i sin =i,
n sinon
On dira que c est un cycle de support {i1,--- ,i,} et d’ordre? p (on prend les i), deux a deux distincts)

2. il s’agit bien de 'ordre au sens de ordg,, (c)
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a) Décomposition en cycles

On note o € &,, et O1, - - - O, les orbites pour 'action de (o) sur [1,n] (c’est & dire les classes d’équivalence
pour xRy <= Jk,y = o (z))

Les orbites s’écrivent Oy, = {ig, o (ix), -+ ,0P*(ix)}. On note ¢, = (ix o(ig) -+ oP*(ix)) de sorte que
o = Cl O---0 Cp

On a alors

of =id = c’f:-~-:c’;:id < ord(c1) V---Vord(c,) | k

b) Signature

Une inversion pour o € &,, est un couple (i,5) € [1,n]? tel que i < j et o(j) < o(i). On note N, le
nombre de ces inversions et

g:o— (=)
est appelée signature de o

Proposition.
1.
weon - [ e
i<j {i,5}eP2([1,n])
2. ¢:6,, = Uy est un morphisme

3. La signature d’une transposition vaut —1

Démonstration.

1. La seconde égalité est claire. Puis,

=1

o(i) —o(j) . Hi<j lo(i) — o (4)]
11 i—j | Ilili—Jl

et le signe est bon.

2. 0,0’ €6,

3. On compte les inversions de 712 et co7; ;00 ! =71 5.

c¢) Théoréme de Cayley
On note G = {g1, -+ ,gn} un groupe fini. On a

p:G— 6(G),r— (t —> at)
Cette application est injective car
p(z) = p(a") = ¢(z)(ec) = p(a')(ec) = v =1

C’est un morphisme car p(za’)(t) = xa't = zp(a’)(t) = p(x) o p(a’)(t). Ainsi, G est isomorphe a ¢(G)
sous-groupe de &(G) qui est isomorphme & &,,. Donc, G est isomorphe a un sous-groupe de &,,.
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10 Anneaux et corps

Définition.

Un ensemble A muni des lois + et X est un anneau si
e (A, +) est un groupe abélien de neutre 04
o (A\ {0}, x) est un monoide * de neutre 14

e X est distributive par rapport a +

a. mémes hypotheses que la structure de groupe sans 'inversibilité

Définition.
| Un anneau commutatif est integre si tous ses éléments sont réguliers pour x

Définition.
| (A, 4+, %) est un corps si (A \ {0}, X) est un groupe abélien.

Remarque.

Un anneau inteégre fini est un corps, car Va € A\ {0}, — ax est injective donc bijective donc tous
les éléments sont inversibles.

a) Calcul dans un anneau

Proposition (Binéme de Newton).

@ a,b € A un anneau, ab = ba.

©

Démonstration. Vu en sup, facile mais long. 3 O

Remarque.
On prend la convention

n
Vk & [0, n], (k) =0
La formule du binéme se généralise ainsi : pour a1, -+ ,a, € A qui commutent 2 a 2 et pour n € N,

n
n n1 n
(a1 + - +ap)" = g <1 n)al Sy
”’7 y VP

ai+-+ap=n

( n ) n!
Ny, -, Np nilnp!

Pour le voir, on va développer (a1 +---+ap) X -+ X (a1 +-- -+ ap). On obtient une somme de termes en

ni Tp —
ay ---Qp avec ny + -+ Ny =N.

avec

n
ni

ellya ( ) blocs pour ay

Iya ("™) pour ay

n2

Ilya ("_”1_7;;_””‘1) blocs pour a,

Donc les coeflicients valent

P |
H(n—nl—---—ni_1> n! ( n )
n; nyl--onp! Ny, -, Np

i=1

Techniques pour les sommes de coefficients binomiaux

3. «Moralement, c’est vrai»
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o (1+X)P(1+ X)?=(1+ X)PT4 donc

()= 2. 0)0)

En particulier,

e Sionnote S:x+— (1+2)"

donc
n

3 (Z) k= n2n!

k=0

e Sommes lacunaires : On note p € N* fixé, on va calculer

Sn= 2 (;;)

pk<n

On note w = exp (217”) de sorte que

ook 1%
1+wk+___+w(p—1)k:{p b?w =lie plk
0 sinon

On pose f(z) = (1 +z)" et
FO +f@) -+ fwh) = <n) (1 -+ W™ 7) = pS,

d’ou

b) Elément nilpotent

Définition.
Un élément a € A (A est un anneau) est nilpotent si il existe un entier naturel n tel que ™ = 04. On
appelle indice de nilpotence l'entier naturel minimal tel que a™ = 04

Si a, b sont nilpotents et commutent alors

n+m = n+m kin+m—k
(@+b)"tm=">" L )ath =04
k=0

avec n et m les indices de nilpotence respectifs de a et b. Ainsi, a + b est nilpotent. Si A est un anneau
commutatif alors ’ensemble N des éléments nilpotents est un idéal de A. Pour a nilpotent, a™ = 04 et

l=1-a"=(1-a)(l+a+---+a" ")

donc a — 1 est inversible.
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11 Constructeurs d’anneaux, sous-anneaux, sOus-corps

Comme pour les groupes, si A, A’ sont des anneaux et X un ensemble non vide, A x A’ a une structure
d’anneau et F(X, A) aussi

Définition — Proposition.
1. On dira que A’ est un sous-anneau de A si
e A/CA
el A
eVeye Az —ye A etaye A
2. On dira que K’ est un sous-corps de K si
e K'CK
o lye K
eVr,ycK'z—yc K etsiy#0, zy ! € K’

Exemple.
e Z[/2] est un sous-anneau de R
e Q[v/2] est un sous-corps de R qu’on note Q(v/2)

e Qw] pour w algébrique est un sous-corps de R (c’est un espace vectoriel de dimension finie et ¢ :
t — tx est injective donc bijective car linéaire ce qui montre 'inversibilité)

Remarque.
Si on fixe n et on note

n
Sn:{zxfa 331,"'733”6[(}
i=1

alors on peut montrer que S, est stable par x si n = 2*

12 Idéal d’un anneau
Définition.
Un idéal & gauche (resp. a droite) I C A d’un anneau A est un sous-groupe de (A, +) tel que

Vac Ajx eI, axrel (resp.zacl)

Un idéal bilatére (ou simplement idéal) est un idéal & gauche et a droite.

Remarque.
| Pour un anneau commutatif A et a € A, I = aA est un idéal.

L’ensemble des idéaux d’un anneau commutatif est stable par somme et par intersection. De plus, si I et
J sont des idéaux, alors

IJ = %] K C N fini ,1 I,q
J = {l;(zkjlw - ni,i; € ,jkEJ}

est aussi un idéal. Le radical v/T de I, définit par

VI = {red meNa"el},

est également un idéal (c’est un sous-groupe par bindéme de Newton).

Définition (Hors-Programme).
Un anneau A est principal si tous ses idéaux sont principaux, c’est a dire de la forme I = aA. Un
anneau est noéthérien si toute suite croissante d’idéaux est stationnaire

Exercice.

| Décrire les idéaux de K2 pour un corps K

Chapitre VI : ALGEBRE GENERALE



15 — STRUCTURE D’ALGEBRE Page 88 / 237

13 Groupe des inversibles d’un anneau

Pour un anneau A, on note A* le groupe des inversibles de A.
Exemple. On note A = Z[/2], on va décrire Z[v/2]*.

On note G = Z[\/i]* de sorte que G = G N R est un groupe pour x. Le logarithme est un morphisme
injectif donc In(G4) est un sous-groupe de R, donc dense si et seulement si a = inf(In(G4) NRY) = 0.

On a e* = inf(G4+N]1;+00[) et

1<e®<14+vV2 = Ip,qeZ,1<e <p+qvV2<1+V2
G
€G+

Sip>0,g<0alors1<p+qv2<p—qV2<p?—2¢> =1 (la dernicre égalité vient de I'inversibilité
de p + v/2q, cf. remarque). C’est absurde. On arrive & la méme conclusion si p < 0,¢ > 0. On a donc

e =14++v2et G=(1+2)

Remarque.
Dans un anneau euclidien A de stathme v, les éléments inversibles sont exactement les éléments qui
minimisent le stathme. Si v minimise le stathme, 1 = qu + r avec r = 0 ou v(r) < v(u) donc r = 0
et 1 = qu donc u inversible. Sinon, v(u) > v(1) donc v(u) > 2 donc Vq,2 < v(ug) donc u n’est pas
inversible.
Par exemple, dans Z euclidien pour le stathme | - |, les inversibles sont —1 et 1. Dans Q[X] euclidien
pour le stathme deg, les inversibles sont tous les polynémes de degré 0 (les polyndmes constants).

14 Morphismes d’anneaux

Définition.
Pour A, A’ des anneaux, ¢ : A — A’ est un morphisme d’anneau si
o f(la)=1a

o Va,y e A f(z+y) = f(z) + fy)
o Vz,y € A, f(zy) = f(z)f(y)

Comme dans les groupes ou les espaces vectoriels (dans les e.v. les applications linéaires jouent le role de
morphismes), les morphismes d’anneaux préservent la structure ('image et la préimage d’un anneau par
un morphisme est un anneau).

15 Structure d’algebre

Définition.
On note (A, 4+, X, ) muni de deux lois internes + et x et d’une loi externe - sur le corps K. On dira
que A est une K-algebre si (A4, +, X) est un anneau, (4, +,-) est un K-e.v, et

VAae K\Ve,ye A - (zxy)=A-x)xy=xx (A y)

Remarque.
| Un corps K est toujours une K-algebre, la multiplication servant de loi interne et externe.
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1 Arithmétique classique

a)

Rappels

On se place dans 'anneau (Z, +, x), et on note P ’ensemble des nombres premiers.

Théoréme (Division Euclidienne).

Pour a,b € Z, b non nul, il existe des uniques entiers ¢, r tels que

a=qgb+r et 0 < r < |bf

Remarque.

| L’existence d’un tel r montre que Z est euclidien pour le stathme | - |
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Théoréme (Théoréme fondamental de 'arithmétique).

Tout entier relatif n non nul s’écrit de maniére unique (& 'ordre pres des facteurs et & une constante
inversible pres) comme produit de puissances de premiers :

Vn € Z*73!p17 T, Dr € ]P),E”Oél, T, 0 € N*a Je € Guz = {717 1}7 n= Eptl)q o p;’ér
Théoréme — Définition (Bézout, PGCD).
Pour a, b € Z, il existe un unique entier positif d tel que aZ + bZ = dZ. On appelle cet entier le PGCD

de a et b, et on le note d = a A b = (a,b) = PGCD(a,b). Si d = a A b alors il existe u,v € Z tels que
au + bv = d (c’est la propriété de Bézout)

Remarque.
| Cette définition du PGCD coincide avec la définition usuelle.
Théoréme — Définition (Identité de Bézout, Coprimalité).
Deux entiers a et b sont dits premiers entre eux si les ensembles de leurs diviseurs stricts sont disjoints.
C’est équivalent a
Ju,v € Z, au+bv=1
Théoréme (Lemme de Gauss).
Sia,b,ceZ et aNc=1 alors

albc = alb

b) Utilisation d’un Vandermonde

On note ay,- -+ ,a, € Z. On veut montrer que
I G-o II @-a
1<i<jsn 1<i<j<n

On introduit

X(X—1)- (X —k+1)

o Kl
X, X,
( 0 ) a (n—l)
On a .
X X"
= o XTT2 .
<n—1> o T2t Pt
eveet((9).(a22))
de sorte que dans le déterminant on peut remplacer la derniere colonne par
xr!
(n—1)!
-1
(n—1)!
et en itérant sur les colonnes de droite a gauche,
R N
1 (n—1)!
A(Xla : 7Xn) = .
1 X
(n—1)!
et 1 1
Alay, -+ an) = ———F—=V(a1, - ,an) = — (a; —a;)
’ ’ 120 (n—=1)! ’ ’ H1gi<jgn(3 — 1) 1<g<n
or A(ay,- - ,a,) est bien un entier car les ([;C’) sont des entiers, ce qui conclut.
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c¢) Méthode de la descente infinie

On note p premier et pour n > 3, on considére ’équation ™ + py™ = p?z".

e (0,0,0) est solution. On suppose qu’il y en a d’autres et on note (z,y,z) # (0,0,0) une solution
minimale pour |z| + |y| + |z|.

e Onap|p?2" — py™ = 2™ donc p divise x : on écrit x = pz’. On a

n

pnflxln + yn =pz

donc p divise y qu’on écrit y = py’ et donc p divise z qui 8’écrit z = pz’. On a ainsi trouvé une nouvelle
solution (a',y’,2') strictement inférieure & la précédente, ce qui est absurde. Ainsi, la seule solution
est la solution nulle.

d) Formule de Legendre

Définition.
Pour tout premier p, on définit la valuation p-adique v, par :

v, :n € Z¥ — max{k € N, p"|n}

On va montrer la formule de Legendre :

Pour cela, on remarque

n n  vp(m) 400 400 +o00 n
vp(n!) = Z vp(m) = 1= 1= 1= {kJ
m=1 m=1 k=1 k=1 k<vp(m) k=1d<m=pku<n k=1 p
1<m<n
Exercice (X).
Pour m,n € N, montrer
(2m)!(2n)!

(m + n)Inlm!

e) Coefficients du bindéme

On note p un premier et ¢ un entier naturel non divisible par p. On va calculer

»(())

pour k€ N. On a

<p’“q> B VA )L [ B YRR A Ul Ve oY)
p* ) pFl(pF(g - 1))! p*! '
Vi€ [0,pF — 1], (" — i) = vp(i)(1 — 8i0) + kdio
v a(q—1)- P g -1 +1) =k + z_: vp (i) = vp(p™)
k=1

Donc,
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2 L’anneau Z,

Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. On définit la relation d’équivalence suivante : xRy <=
x —y € I. On note A/I 'ensemble des classes d’équivalences : c’est un anneau commutatif avec les lois
TH+y=T+yetaxrxXxy=T xX7y.

Pour A=7Z,1 =nZ,ily an classes d’équivalence dans Z,, = Z/nZ, ce sont les 0,--- ,n — 1.

3 Groupe Z; des inversibles de Z,

Proposition.
e La classe de a € Z est inversible dans Z,, si et seulement sia An =1

o #Z;, = p(n)
e (Euler) Pour @ inversible, @™ =T (mod n)

Démonstration.
l.aeZ; < FJue€Zy,axu=1 (modn) < Ju,v€Z,au=1+nv < aAn=1
2. C’est évident vu 1.

3. ord(@) | #2 = p(n)

Corollaire (Petit théoréme de Fermat).

| Pour tout a € Z, @ =a (mod p) pour p premier

4 Caractérisations des corps

Proposition.
| Z, est un corps si et seulement si n est premier

Démonstration. p(n) =n—1 <= nelP O

a) Théoréme de Wilson

Résultat (Théoreme de Wilson).
| p > 3 est premier si et seulement si (p — 1)! = —1 (mod p)

Démonstration.

e (=) Dans Z,, 2 = 1 n’a que deux solutions : 1 et —1 (car on est dans un corps donc un anneau
integre). Ce sont donc les deux seuls éléments qui sont leurs propres inverses, les autres sont couplés
deux a deux dans l’écriture de (p — 1)!. On a donc

p—-DN=1x2x---x(p-2)x(p—-1)=1x(p—-1)=-1 (mod p)

e (<) On note n > 3 non premier, il s’écrit donc n = ab avec a Ab =1 et a,b > 2. Si a # b alors
ab | (n —1)!. Sinon, n = a® et a > 2 donc a? | (n — 1)! car a et 2a apparaissent dans 1’écriture de la
factorielle. Dans les deux cas, (n — 1)! =0 (mod n)

O

b) RSA

On va voir (rapidement) le principe du chiffrement RSA. On choisit p, ¢ des nombres premiers distincts,
et on note n = pg. On note a, b tels que ab =1 (mod ¢(n)). Les nombres n et a sont publics, et b (qu’on
appelle clé privée) n’est connu que de Bob, qui veut recevoir un message chiffré d’alice

Alice veut transmettre x € ZY. Elle calcule 2™ =y (mod n), et y est le message chiffré.

Bob calcule 3® = 2% = 2 x 2#(™M* =z (mod n)
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c) Z;. pour p premier impair

Z; est cyclique

On va d’abord montrer les résultats suivants, vrais dans tous les groupes abéliens finis :

e L’ensemble des ordres est stable par ppcm

e [’exposant d’un groupe est 'ordre d’'un élément

On utilisera ensuite la structure de corps de Z/pZ pour conclure.

Soit (G, ) un groupe abélien fini. On va montrer que l’ensemble des ordres est stable par ppcm. Soient

a, b deux éléments d’ordres respectifs m, n. On cherche un élément d’ordre m V n. On note d = m A n de
telle sorte que m = dm/, n = dn’ et m An’ = 1. De cette maniére, on a m V n = mn’

ord (a) =m ord (b4) =/
et donc ¢ = ab? est un élément d’ordre mn’ = m V n, ce qui conclut.
On définit I'exposant A du groupe G comme 'ordre maximal des éléments de G. L’ensemble des ordres

étant stable par ppcm, et le ppcm de tous les ordres majorant I’ensemble, le maximum des ordres A est le
ppcm des ordres des éléments. Puis, la stabilité garantit qu’il existe un élément d’ordre .

On va maintenant montrer que Zj est cyclique. Z;, est un corps (déja vu). Ainsi, un polynéme de Z,[X]
admet au plus autant de racines que son degré. On pose P = X* — 1. Ce polynéme admet au moins p — 1
racines distinctes (les éléments non nuls du corps) par définition de A. On a donc A > p — 1. Puis, A est
un ordre donc divise #Zy = p — 1 (Lagrange). Ainsi, A [p—1et A=p— 1.

L’exposant du groupe vaut le cardinal du groupe, ce groupe est donc cyclique (un élément d’ordre A est
automatiquement un générateur du groupe).

Z. est cyclique

On va d’abord montrer par récurrence

VneN, (L+p? =1+p""" (mod p"*?).

e Le cas n = 0 est direct.
e On suppose le résultat vrai au rang n :
(1 +p)p” = 14"t 4 pnt2g,

On a alors
+1

(L+p)P" = (1 +p"T +p 2P

p
=1+, <§>p(”“)k(1 + pq)*

k=1
=1+p" ' (1+pop
=1+4p"t? (mod p"*3).

Donc I’égalité est vraie pour tout entier naturel n.

11 est suffisant de trouver un élément de (Z/p®Z)* d’ordre p(p®) = (p — 1)p®~! (cette égalité s’obtient
via la définition de I'indicatrice d’Euler), et vu la stabilité des ordres par ppcm vue précédemment, il est
suffisant de trouver un élément d’ordre p — 1 et un élément d’ordre p®~1.

On va d’abord exhiber un élément d’ordre p*~!. On a
(1+p)"" " =1+p"" (mod p*)
et .
(I+pP =1 (modp?).
Donc ord(1 + p) | p®~! mais ord(1 + p) { p*~2 donc ord(1 + p) = p*~ L.
Il reste & trouver un élément d’ordre p — 1. On sait que Zj est cyclique, on note g un générateur. On a :
Ve<p—1, ptgh—1 ie p*tgF—1
et p| g?P~! — 1 donc ordg = k(p — 1) est g* et d’ordre p — 1.
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5 Théoreme chinois

Théoréme.

H) m,
(©) 1

2.

neN* mAn=1

La classe de T € Z,,,, dans Z,, ne dépend pas du choix de représentant dans Z,,,

L’application
O ZLpypn — Zp XDy
z — (z,7)
est un isomorphisme d’anneaux
¢ est une bijection de Zy, ,, dans Z7 x Z7,

Pour a,b € Z fixés, le systeme

x=a (mod n)
b

x="> (modm)

admet une unique solution modulo mn

Démonstration.

1. a,b de représentants de T dans Z,, ,. a =b (mod m)n = a=b (mod n) donc @ = b dans Z,

2. C’est bien un morphisme, il est injectif car Ker ¢ = {0} donc ¢’est un isomorphisme car les ensembles
d’antécédents et d’images sont équipotents finis.

w

. Cest cl
. Clest 2.

N

air (aAn#1 = aAmn# 1 dol on déduit l'injectivité).

Remarque.

O

Le point 3. donne la multiplicativité de I'indicatrice d’euler : pour m,n premiers entre eux, p(mn) =
p(m)ep(n)

Remarque.

| On peut généraliser le résultat a ny,--- ,n, deux a deux premiers entre eux

Remarque.

| Siun+wvm =1 alors x = avm + bun est une solution

a) Puissances parfaites

On va montrer qu’il existe n entiers consécutifs qui ne sont pas des puissances parfaites.

On note pq, -+

, Pn des premiers deux a deux distincts. Le systeme

r=p; —1 (mod p?)

z=pp—n (modp})

possede une solution z € N et v, (x +4) = 1 donc = + ¢ n’est pas une puissance parfaite (car z + i # p;
quitte a translater  de p?---p2)
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b) Points visibles

@ o+ @ o+ e e @ o+ @ y. . @ e e @ o+ @
e - & 0o - o o6 - 0o o o & - o o - 0o 06 - o
@+ @ + @ + 0 <+ @ o - & - 0 + 0 + 0
e & o - 06 06 06 0 0 o o & 06 06 06 06 - 0 0 o
e e @ e @ e e e @ ® + + + @ + @ + o
o 0 0 0 - 0 0 0 0 o & 66 6 - 06 06 0 o
@ @+ @ + 0 -+ @ e - & - & - 0 : 0
e - o o - o 0o - 0o o o & - & o - o 0o - ©o
@ @+ @ + 0 -+ @ o - & - & + 0 : 0
o & 06 06 06 06 06 0 0 O o & 06 06 06 06 06 0 0 O

On considére I’ensemble des points (qu’on appelle points visibles) de Z? tels que pour un point (x,%),
I'ensemble {(1 —¢)(0,0) +¢(z,y), t €]0,1[} ne contient pas de point de Z2. On veut montrer qu’il existe
des rectangles pleins arbitrairement grands hors de cet ensemble, c’est a dire que pour tout n € N, il
existe (a, b) tel que Vi, j < n,(a+i,b+ j) est invisible.

On vérifie facilement que cet ensemble est 'ensemble {(a,b) € Z?, a Ab=1}. On note A une matrice
k x k dont les coefficients sont des nombres premiers deux a deux distincts. On note m; le produit de la
i-ieme ligne, M; le produit de la i-iéme colonne. Le théoreme chinois donne l'existence de a, b tels que

a=-1 (mod my) b=-1 (mod M)
a=—-k (mod myg) b=—k (mod My)
de sorte que (a + i) A (b+ j) est divisible par m; A M; # 1.

c¢) Les congruences de Lucas

On note p € P et

N N
k k
n = E a > E b =m
def kP2 WP o
k=0 k=0

(2)= () (2) woan

Ona (1+X)? =1+ X? dans Z,[X]. Puis,

On va montrer que

N n a; @ .
1+ = +xm" =] (/5 )m
=0 i=0 k=0
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et il suffit d’identifier le coefficient de X™

6 Principe d’inclusion-exclusion

Pour F fini, A1, - , Ay € P (E),

N
#ALU-UAN = #A;, = > #A, N A+ + (DN YT #A0 -

11=1 11 <ig 1< <IN
Pour le voir, on remarque :
D la(x) = #A lang=14-1p lge=1—14
z€E
et
(AiU---UAN) = ATN---NAY
donc

N
]]-(A1U~~UAN)C = H(l - ]lAg)

i=1

puis on développe le produit et on somme la fonction prise sur les éléments de F

NAN

Exemple (Application aux permutations sans points fixes). On note d,, le nombre de permutations de

G,, sans points fixes.

n .
Ilya ( ) d,_; permutations qui ont i points fixes donc
i

nl = 2: (ZL) dni = zn: (’;) d;.

i=0
n
|
n: n

Matriciellement,

o
N
S 3
[
_ =
N———

= Ap,eGL, (R)
def

On a A = Myase canonique (f) avec f: P € R, [X] — P(X + 1). Puis, (A,))7! = (4!
ft:P—P(X—1)doun

d’out

)T
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7 Principe des tiroirs

Proposition (Principe des tiroirs).

| Si on place n éléments dans k tiroirs, alors I'un des tiroirs contient au moins {%] éléments

Démonstration. Par ’absurde. O

a) Probléme d’Erdés

On choisit n + 1 éléments distincts de [1,2n]. On va montrer que 'un divise un autre.

Tous les entiers s’écrivent 2™ (2s + 1), 2s + 1 € [1,n]. On en a choisit n + 1 (parmi n possibilités) donc
deux entiers ont la méme partie impaire ce qui conclut.

b) Existence d’univers paralléles (moyennant quelques hypothéses physiques)

0115

On définit un volume de Hubble : une boule de 4 - 102*m de rayon qui contient 1 cases contenant ou

non un proton.

L’univers est en expansion, donc la lumieére se fait rare et il fait noir. Mais, il ne fait pas noir. Donc il y a
des volumes de Hubble qui apparaissent.

Il n’y a qu'un nombre fini de volumes de Hubble possibles, ainsi, il y a deux volumes de Hubble identiques
dans l'univers.

c¢) Tiroirs de Dirichlet

On se donne o € R\ Q. On va montrer qu’il existe une infinité de (h, k) tels que

k>0,

On note {pa} = pa — |pa] la partie décimale de pa pour p € [0,n]. Il y a n+ 1 valeurs possibles, donc il
existe k € [0,n — 1] tel que

{pat}, {qa} € L]:;kzl { et p<q
Puis, .
H{pa} —{qa}| = [(¢ — p)a — (lga) — [pa])| < -
donc lga — pa . .
qo| — |pa
T | Sh—p Sopr

= LkL convient

S’il y a un nombre fini de (h, k) solutions alors I'un d’eux réalise le minimum (> 0), donc il existe n tel
que

<l
Zcla—=
n k
et vu ce qui précede il existe p # ¢ tel que
— 1 h
. Laol —pa] <o ’
q—p nlq — pl k

absurde
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8 Dénombrement de partitions
Soient n,p € N*. On appelle partition de n en p parties un p-uplet (z1,---,zp) € [0,n]P tel que
1+ Fxp=n

Pour compter les partitions de n en p-uplets, on compte le nombre de maniére de positionner p — 1 signes
+ parmi n + p — 1 emplacements (le nombre d’emplacements entre le i-iéme signe + et le 7 4+ 1-iéme sera
Z;+1)- Le nombre de p-partitions de n est donc

n+p-—1
p—1
L : : n—1 e
Si on impose que les x; soient non nuls, alors il n’y a plus que 1 possibilités.
p—

9 Une congruence subtile

On se donne a,b € N, a > b. On va montrer que pour p premier

()= ()

On considére 'ensemble E des matrices de M, ,(Z2) dont tous les coefficients sont nuls sauf pb d’entre
eux. On munit £ de la relation d’équivalence

ARB <= 3ci,--- ,c, permutations circulaires de [1,p], (@i, (j))1<i<a = A4
1<)

IIP

Par exemple,
0 0 0

(
) C 0 1 0 0
A 0 0 O A 0 0 0 0
1 0 1 011 1 1 0 0

)
)

—
)
an}
—_
)
—_
)

(@]
S
)
)
(@]

[t
—_

Les classes d’équivalences sont de cardinal 1 si et seulement si les lignes ont chacune un seul des coefficients
1 ou 0 (p est premier). Il y a b parmi a telles classes. Puis, si une ligne contient deux coefficients distincts
alors il y a au moins une autre telle ligne (car on a choisi pb coefficients 1). Ainsi, si une classe d’équivalence
n’est pas un singleton, son cardinal est divisible au moins par p2. On a donc

(£)-)- g

H#T>2
d’ou le résultat.
10 Méthodes combinatoires
On note E un ensemble fini et Ay, -, Ax € 2 (FE). On va compter les k-uplets d’ensembles qui vérifient
certaines propriétés
a) Suite croissante pour l’inclusion
On va démonbrer le nombre de Ay, -, A tels que Ay C Ay C --- C A,

Poubelle = 4o c c - C

On associe & chaque x € F le plus petit ¢ € [1, k] tel que € A; (0 sinon), on note f : C — F(E, [0, k])
cette fonction, avec C' I'ensemble des k-uplets qui satisfont la condition.

Cette fonction est clairement bijective donc #C = (k + 1)#F
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b) Union disjointe
On veux dénombrer le nombre de k-uplets tels que A; N A; = @ pour 7 # j C’est le méme principe : on
note

fi(Ay, -+, Ax) € C+— (z — unique i tel que x € A;)
avec Ag lensemble des éléments qui n’apparaissent dans aucun des A;. Cette application est aussi
clairement bijective ce qui permet de conclure.
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1 Rappels
Définition.
Pour un corps K, (E,+, ) est un K-espace vectoriel si
e (E,+) est un groupe abélien
eVAeK, Vr,yeFE, ANz+y) = r+\y
e VAN peK, VexeE, A+pz=>Ax+puxetApz)=Au)x
eVreFl, lgx-z==x

a) Calculs dans un espace vectoriel

Remarque (Rappel).

(E,+,) un K-ev. Alors

o V€ E, Ok =0g

e VAeK, AN-0g=0get A =0 < A=0g ouz=0g

Définition.

On note (E,+,-) un K-ev et I un ensemble non vide quelconque. On appelle famille de vecteurs de
E indexée par I la donnée d’une fonction x : I — E. On la note (z;);cr avec z; = x(i)

On appelle combinaison linéaire de (z;);cr la donnée de J C I fini, d’une famille (\;),cs de scalaires
de K et du vecteur
PRV

JjeJ

A faire: Compléter cette section

2 Les sous-espaces vectoriels

a) Constructeurs d’espaces vectoriels

Si (E,+,-) et (F,+,-) sont des K-ev alors (E x F,+,-) est un K-ev avec les lois qui s’appliquent terme &
terme.

Si X est un ensemble non vide, et E est un K-ev, alors ¥ (X, E) est un K-ev

b) Rappels

Définition.
F' est un sous-espace vectoriel du K-e.v. E si et seulement si c’est un K-e.v. pour les mémes lois et
qu’il est inclus dans E, ou bien de maniere équivalente, F' est tel que

e FCFE
o F#u
e VA K, Vz,yekF, X+yeF

Définition — Proposition.
@ E un K-ev, (F;); une famille de sev de F
@ 1. N Fisevde E

iel
2. On note A une partie de E, 6 4 'ensemble des sev de E qui contiennent A

(a) [ F est le sous-espace engendré par A, on le note aussi Vect(A) ou (A)
Fe&a

(b) Fe&a = Vect(A) C F

(¢) Vect(A4) = {Xn: Aia;, neN N eK,a; € A}
i=1
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Remarque.

Pour montrer qu'un ensemble est un sev on peut : revenir a la définition, reconnaitre un espace engendré,
montrer que c’est le noyau ou l'image d’une application linéaire.

c¢) Union de sous-espaces vectoriels

On note E un K-espace vectoriel. On va montrer que si K est infini, alors la réunion d’un nombre fini de
sous espaces stricts de E ne peut pas valoir E.

Soient E1,--- , E, des sev de F tels que

Quitte & éliminer les redondances et supposer n minimal, on peut faire en sorte (sans modifier I'union)
que

E, ¢ | JE
Jj=2

Ainsi, si uw € Ey \ U, E; et v € E\ Ey, ensemble v + Ku est disjoint de Ey et contient au plus un
vecteur de chaque autre espace vectoriel (car si @ # g sont tels que v+ aju, v + agu € E;, alors u € F;

absurde). Ainsi,

v+ Ku = U(Ejﬂ(v—i—Ku))
j=1

est un ensemble fini de cardinal au plus n — 1, ce qui est absurde si K est infini.

Application aux endomorphismes cycliques. On note f € £(F) pour E un C-ev et on suppose
que f n’a qu'un nombre fini de sous espaces stables. On définit les espaces (stables) suivants :

Vr € E, Ef . = Vect(f*(x), k € N)
Supposons que Vz € E, E; , # E. On construit alors la suite (zx)gen+ ainsi :

21 € B\ {0}
T2 € E\Eﬁwl et E# Ef 3, UEfo,

Tnt1 € E\ (Ele U"'UEf,:rn) et E# Efq, U---UEf,

Les Ey , sont stables par f est deux & deux distincts puisqu’on peut construire la suite. On en a une
infinité, c’est absurde donc il existe x € E tel que Ef, = E. On dit alors que f est cyclique

Tn41

Si E est de dimension finie, alors on note r le plus grand entier tel que (z,---, f"(z)) est libre. Cette
famille constitue alors une base de E;, = E (si on rajoute un autre vecteur de la partie génératrice, c’est
une CL d’éléments de la famille libre exprimée). La matrice de f dans cette base s’écrit

00,0

o
o
—

o
$

C’est une matrice compagnon.

3 Somme simple, somme directe
On note F un K-ev, Ey,---, E, des sev de E et on pose
E1+"'+En:{£tl+"'+17n, ViG[[l,n]],:CiEEi}

C’est un sev de F en tant qu'image d’une application linéaire.
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Théoréme — Définition.
@ FEi,--- ,E, sevde FE
@ 1. La somme E; + - 4+ E, est dite directe si

On notera alors £ ® --- ® E,

(a) Vj e [[2,’/7,]], (El +"'+Ej_1) ﬂEj = {O}
(b) dim(Ey + -+ E,) =dimE; +--- +dim E,

Démonstration.

o (def = a) Facile

V(z1, -+ ,xn) € By X -+ X Ey, 1+ 42, =0 = (21, ,2,) =0

2. C’est équivalent a ce que 1'une des trois propositions suivantes soit vérifiée :

(¢) La concaténations de bases des F; est une base de la somme simple.

o (a = c) B génératrice de By + --- + E,,, By = (e;¢); base de Ey. On considere une CL nulle, on

isole un coefficient : il est nul. On itére.

(¢ = b) Immédiat

a) Application linéaire définie par morceaux

Théoréme.

@ FEi,--- ,F, dessevde F

@ 1. E1®---® FE, si et seulement si

2. Dans ce cas,

(a) L’application

(mla"';xn) —

est un isomorphisme

(b) On a:

On note m;(z) = x;

3. Fun K-ev, f1 e £(E1,F), -, fn € L(En, F).

NfeLEL D @ E,, F),

f:ZinWz'

et

Démonstration. Facile

Vo € B+ + Ep, MNay, -+ ,2,) € Ey X -

(b = ¢) Une famille génératrice du cardinal de la dimension est une base

(¢ = def) On décompose sur la base concaténée : tous les coefs sont nuls donc les x; sont nuls.

'XEn7 r=21+ -+,

0: E1x--xE, — E & - ®E,

Vee By @ - & E,, Vi€ [l,n],Nx; € E,, x—xiE@Ej
j=1

J#i

(c) Les m; sont des projecteurs et > m; est Papplication identité sur £ @ ---® E,. On les
appelle les projecteurs associés a la décomposition

fig, = fi

O
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b) Lemme de décomposition et d’isomorphisme

Si E=F®G et H, alors
v: LEH) — L(FH)x%(G H)
f — (firs fic)

est un isomorphisme.

Si 1, m2 sont les projecteurs associés a (Fy x {0}) @ ({0} x F3), alors

o: L(EFXxF) — LEF)xZL(E,F)
f — (mpo f,mao f)

est aussi un isomorphisme.

c¢) Lemme de factorisation

Premier lemme Soient u € £(E,F),v € £(E, Q) tels que Keru C Kerv. On va montrer qu’il existe
w € L(F,Q) telle que v = w o u.

On note V' un supplémentaire de Ker u dans F. uy est un isomorphisme de V' dans Im u. On peut prendre
W] Imu = Vv © (u‘_vl) et w nulle sur un supplémentaire de Im

Second lemme u € £(FE,G),ve€ L(F,G) et Imu C Imv. Il existe w € L(E, F) telle que v = vow

La démonstration est similaire.

4 Théoréme du rang
Théoréme (Rang).
@ E,FdesK-evet fe£(E,F)

@ 1. Si V est un supplémentaire de Ker f dans E alors f}y, est un isomorphisme de V' dans Im f
2. dimF < 400 = dim(Im f) < +oc0 et dim F = dimKer f + rg f

Démonstration. Simple (sup) O

Remarque.
| Le rang est invariant par composition de son argument avec un isomorphisme : si u, v sont des isomor-
phismes, rg f =rg fov =rguo f
Exercice.
| f,g € L(E). Montrer que
lrg f—rgg| <rg(f +g) <1gf+189

Résolution. (f + ¢)(E) C f(E) + g(E) d’ou I'inégalité de droite. Puis
g f=rg(f +9—9g) <ra(f +9) +r8(—g) =rg(f +9) +rgg

et par symétrie des roles, on a l'autre inégalité. O
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5 Monotonie des noyaux itérés, décomposition de Fitting

Résultat (Propriété d’essoufflement des noyaux itérés).

On note f un endomorphisme en dimension finie n. La suite

(Ker(fk))]C .

est strictement croissante sur d premiers termes (on peut avoir d = 0) puis stationnaire. De plus, la
suite (d,,), définie par
Vk € N, 6, = dim(Ker(f**1)) — dim(Ker(f*))

est décroissante (cette monotonie est appelée propriété d’essoufflement).

Démonstration. La croissance simple de la suite des noyaux est directe : si f*(x) = 0 alors f(f*(z)) =
f(0) = 0. On a forcément croissance stricte sur les premiers termes jusqu’a atteindre une égalité (éventuel-
lement la croissance stricte ne concerne aucun termes). Cette égalité est atteinte car la suite (dim(Ker(f*)))
est une suite entiere croissante majorée donc stationnaire. Il reste & montrer que des qu’une égalité est
atteinte, la suite devient constante. Supposons

Ker(f*) = Ker(f**1)
Alors,
Ker(f**2) = {z, [f(f*"(2))=0}={z, [(f*(z)) =0} =Ker(f")

La suite est donc bien strictement croissante puis stationnaire. On va maintenant montrer la décroissance
de (65)n. On a, en appliquant le théoréme du rang,

dim(Im(fk)) = dim (Ker (f |Im(fk) )) + dim (Im (f |Im(fk) ))
= dim (Ker (f |Im(fk) )) + dim(Im(f**1))
d’ott
ok = dim(Im(f*)) — dim(Im(f**)) = dim (Ker (f |1m(s+))) = dim(Im(f*) N Ker(f)).

Or la suite des images est décroissante donc (8 ) décroit. O

Résultat (Décomposition de Fitting).
| Sir esttel que Ker f7 = Ker "+, alors E = Ker f” @ Im f"

Démonstration. Si xz € Im f7 N Ker f7 alors x = f7(t) et f7(z) = 0 donc t € Ker f2" = Ker f" et z = 0,
ce qui donne la somme directe. Puis on a la bonne dimension avec le théoréme du rang. O

6 Formes linéaires

a) Rappels

Définition.

Si E est un K-ev, on appelle forme linéaire sur E une application de £(F, K) = E*. On appelle
€

hyperplan le noyau d’une forme linéaire non nulle.

Théoréme.
@ FE un K-ev, H un sev de F

@ Il y a équivalence entre
1. H est un hyperplan de F
Vae E\H, H®Ka=F
Jae E\H, H®Ka=F
dim H =dim F — 1 si F est de dimension finie
Jp e £(E,K)\ {0}, H=Keryp

DAl o
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Démonstration.
(1 < 5) C’est la déf
(1 = 2) Si ¢ est une FL non nulle telle que Kerp = H et si a € E\ H alors ¢(a) # 0 et

. (x _ so(x)a) L e
p(a) p(a)
d’ott E = H + Ka. L’intersection vaut {0} donc la somme est directe.

(2 = 3) Trivial
3= 1) ¢og =0, pa)=1. O

b) Base antéduale

Exercice.
On note E un K-ev de dimension n et (o1, -, ¢,) une base de E*. Montrer qu’il existe (x1,--- ,z,) €
E™ tels que @i(xj) = 52'7]'

Démonstration. On note

V:E— K"
z— (p1(2), -, n(x))

Si 1 n’est pas surjective alors dimIm(¢)) < n donc Im est inclus dans un hyperplan de K™. 1l existe
(a1, -+ ,an) € K"\ {0} tels que

Va € Eaal(Pl('r) + an‘pn(x) =0

donc (p1, -+ ,¢n) est liée, ce qui est absurde. L’application ¢ est donc une AL surjective et dim E =
dim K" = n donc % est un isomorphisme.

On note z1 = ¥ ~(1,0,-+-,0), 22 =~ 1(0,1,---,0) ,--+ , @, =10, ,1) et la famille (z1,--- ,z,)
convient.

C’est une base car c’est I'image par ¢~! de la base canonique de K". Cette base s’appelle la base
antéduale de (o1, ,¢p)

O
c) Base duale
Si on note (e1,--- ,e,) est une base de E, alors pour chaque i, on note e} la forme linéaire donnée par
eX(e;) = 0;..
7 (e5) qor Ui
La famille (e}, -- ,e}) est une famille de n vecteurs en dimension 7, qui est libre donc c’est une base,

appelée base duale de (eq, - ,e,)

d) Un exercice classique

Exercice.
Soit £ un K-ev de dimension finie n. On note ¢1,--- ,¢, € E*
Montrer que ¢ € Vect(p1, - ,¢p) <= Kerpi; N---NKery, C Kery

Résolution.
=) Si ¢ € Vect(pq,---, alors il existe aq,--- ,a, € K tels que :
(=)Sip @ ©p »

¢:a1§01+"'+ap§0p
et Vo € Ker 1 N---NKer gy,

@(x):a1@1($>+"'+apg0p(x):0+...+O:0
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donc z € Ker ¢ d’ou 'inclusion et le sens direct.
( <) On suppose que (@1, - ,p) est libre, et on compléte en une base (Y1, ,¥p, Pp+1, " ,Pn)-
Ainsi, il existe (a1, ,a,) € K" tels que

p=a1p1+ -+ anpn

On note (z1,--- ,z,) la base antéduale de (¢1,- - ,¢p). Alors, z,11 € Kergy N--- NKer g, donc z,11 €
Ker(y) ce qui donne ¢(xpy1) = 0 = apt1. En recommencant pour zp42,- - , &y, ON trouve apiq = -+ =
a, = 0 d’ou la conclusion.

Dans le cas général, on extrait de (p1,- -, p,) une base de Vect(p1, -+, ¢p) qu'on note (¢1,---,p,) (on
renomme si besoin). On a Ker N---NKerp, C Kerp,41,--- ,Kerg,

O

e) Intersection
On note E un K-ev, ¢1,--- ,¢, € E* et H; = Ker ;. On va montrer que dim(H, N---NH,) >n—p
avec égalité si et seulement si (o1, ,p,) est libre.
e dmH; >n—1
® o g, est une FL sur H; donc dim(Ker @q 7, ) = dim(Kerpo NKer ;) = dim H; —1>n —2
o -
Puis il y a égalité si et seulement si on a une égalité a chaque étape.
e 1 # 0 donc (1) libre.
e Hy ¢ Hy donc ¢o & Vect(p1) et (¢1,p2) libre

7 Idéaux de £(F)

On note E un K-ev de dimension n. Quitte a se donner une base %, on a £L(F) = M, (K) (c’est un
isomorphisme d’algebres).

I est un idéal & gauche (resp. a droite) si (I, +) est un groupe et VM € I,VA € M., (K), MA € I (resp.
AM € I). Un idéal est bilatere si ¢’est un idéal a droite et a gauche.

a) Idéaux bilateres

I = {0} en est un, on suppose désormais que I # {0}. Il existe donc A € I tel que rg(A) = r > 0 donc il
existe P, Q € GL,,(K) telles que

10 0
0
A-p|— 11" | Qdone J, = PAQ e 1.
S
0 - ... 0 0
—_——
I

Puis J; = J,.J1 € I. Les matrices de rang 1 sont équivalentes a J; donc sont dans I, ce qui est le cas des
matrices de la base canonique E; ;, donc I = M, (K)

Les idéaux bilateres de A, (K) sont donc {0} et A, (K).
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b) Idéaux a gauche

Remarque.
| Un idéal de M, (K) est toujours un espace vectoriel.

On note (A4;,---,A,) une base de I et M € I de rang maximal. On a M - M, (K) C I. Soit A € I, si
Im A C Im M alors il existe B tel que A = M B (lemme de factorisation) donc A € M, (K).

Soit A € I. Par ’absurde si Im A ¢ Im M alors M non inversible et il existe X un vecteur colonne tel que
AX ¢ Im M. On note (X3,---,X,) une base d’'un supplémentaire de Ker M. On note (X,41, -+, Xy)
une base de Ker M et on note B telle que.

BX;=---=BX,=0
BX,1 =X
BX, o= =BX,=0

La matrice M + AB est dans I et son image contient (M Xy, , M X,, AX) doncrg(M+AB)2r+1>r
absurde donc Im A ¢ Im M.

Les idéaux & gauche de ,,(K) sont docn les ensembles du type A, (K) avec A € M, (K).

8 Matrices élémentaires

a) Rappels

Remarque (Produit de matrices E; ;).

Dans M, (K),
Ei By =0;1E:
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Définition.
On définit les matrices élémentaires suivantes :
e Matrices de transposition :
i J
1
(0)
1
0 1 7
1
Tij=1In—FEii —Ej; + Eij + Eji =
1
1 0 J
1
(0)
1
e Matrices de transvection : pour i # j,
1
1 A
Ti’j()\) =1, + )\Ei’j =
1
1
e Matrices de dilataion :
1
1
DN =L +\X-1)E;; = A
1
1

b) Actions des matrices élémentaires

La multiplication a gauche par une matrice élémentaire agit sur les lignes, et la multiplication a droite
agit sur les colonnes.

e La multiplication & gauche par T; ; fait L; <> L;

La multiplication a gauche par T; ;(\) fait L; < L; + AL;

La multiplication a gauche par D;()) fait L; < \L;

La multiplication & gauche par E; ; fait Ly < 6x;L;

Les opérations sont identiques mais avec les colonnes pour la multiplication & droite

c¢) Générateurs de GL,(K) et SL,(K)

On va montrer que les éléments de GL,(K) s’écrivent comme un produit de transvections et d’une
dilatation.

Remarque.
| L’inverse d’une transvection est une transvection : T; ;(A\) ™! = T; ;(—\)
On procede par récurrence pour montrer que si A est inversible, il existe 71, -+ ,7T;. des transvections

telles que
Ty---T,A= D,(det A)
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e L’initialisation est trivialle : pour n = 1, toutes les matrices sont des matrices de dilatation.

e Soit n > 1. On suppose la propriété vraie au rang n — 1 et on note A € GL,(K). On note (a; ;)
les coefficients de A. Quitte & multiplier par une transvection, on peut supposer aj 1 # 0 et I'utiliser
comme pivot :

ai,i

pivot avecai 1

Gn,1

Lo¢Lo+Ly ai
=T

Li+Li+(1—a1,1)L2

Lo<Ly—ay, 1Ly
—>

1 *
01
HR
-
: 1
0 det A
1
1

Ci+Ci—a1,;C1
_—

det A

d’ou la conclusion.

Exercice.
Montrer que SL,(K) = ker(det) = {A € GL,(K),det A = 1} est engendré par les matrices de
transvection

Résolution. On vient de le voir. O

9 Matrices

a) Rappels

B =(e1, - ,ep), F = (f1,--, fn) des bases de E,F et f € L(FE,F). On note My 5 (f) la matrice de
taille n x p dans laquelle la colonne i est le vecteur des coordonées de f(e;) dans le base F
Si %’ = (e}, -+ ,e,) est une base de E alors on définit la matrice de passage Ps g/ par

Py g = Mz mz(f)
def
ou f:e; — e}. Six s’écrit Xg dans B et Xg dans %B’, alors

X = Py o' Xopr
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b) Interprétation combinatoire
On note G = (S, A) un graphe simple orienté avec |S| = n. La matrice d’adjacence M € M, (K) est la
matrice de terme général (14((4,7)))i,jeq1,n]

Exercice.
Montrer que [A™]; ; est le nombre de chemins de longueur m de ¢ vers j. On pourra procéder par
récurrence sur m.

c¢) Crochet de Lie

On s’intéresse au commutateur comme crochet de Lie dans 4, (K) : [A, B] = AB — BA

Exercice.
Montrer l'identité de Jacobi :
[A,[B,C] + [B,[C, A]] + [C,[A, B]] = 0

Exercice.
Si A et [A, B] commutent, alors

Vk € N*, [A* B] = k[A, B]A*!
Démonstration. Par récurrence en écrivant AB = [A, B] + BA O

Exercice.
| Montrer que si A € A, (C) est de trace nulle, alors il existe B, C tels que A = [B, (]

Résolution. On commence par le cas ol A est de diagonale nulle. On pose B = diag(1,--- ,n). Si C existe
alors
A=[B,C| < VYi,j, Ai;j=0—-7)C:;
calcul
donc la matrice C' existe bien (on prend 0 pour la diagonale)
On va maintenant montrer que toute matrice de trace nulle est semblable & une matrice de diagonale
nulle, ce qui conclura. On proceéde par récurrence sur la dimension.
e L’initialisation est évidente
e Ac Mypi1(C), Tr(A) =0. Il y a deux cas :
— VX € Mp+11(C), (X,AX) liée. Donc A= Al,,11 =0.
— IX € Mp+11(C), (X,AX) libre.
Il n’y a que le second cas & traiter. On compléte (X, AX) en une base % et la matrice de A dans cette
base s’écrit

et Tr(A’) = Tr(A). Puis I'hypothése de récurrence permet de conclure (considérer les matrices P =
diag(1, P) pour P € /., (C) matrice de passage)

O
10 Déterminants
a) Rappels
On note % = (eq,--- ,ey,) une base de E et F = (f1,---, fn) une famille de vecteurs de E. On note f; ;

la coordonnée de f; sur e; dans %.

detes (F) = D €(0)f1.00) " Tnio(n)
ce6,

Chapitre VIII : ALGEBRE LINEAIRE



10 — DETERMINANTS

Page 112 / 237

Théoréme.

@ E un K-ev de base B = (e1,- -+ ,e,)

@ detg est I'unique forme n-linéaire alternée dont 'image de % est 1
Proposition.

@ 9B, des bases de F

(C)  det = det () deta

Définition — Proposition.

@ % est une base de E un K-ev de dimension finie, f,g € £(FE)

@ 1. det f est 'unique scalaire tel que

2. det(fog)=det f xdetg
3. feGL(K) < detf#0

b) Déterminants classiques

Vandermonde Pour (A, -+, A,) € K, on note
1 A - /\?—1
VO ) = 1 Ay - )\72%:,
i An - )\Z.*l

On montre par récurrence que

V(AL ) = H(/\j —A)
i<j

e Initialisation claire

Vay, -, oy € F, dete (f(x1),- -+, f(zy)) = det f x detg (21, - - -

)

e On se place dans le cas ot les \; sont deux & deux distincts (car sinon deux lignes sont identiques, le

déterminant et nulle et la formule reste vraie). On pose

D VERRPRED M D
D VRPN VD
| D Vot S X
1 X ... Xn—l xXn
P est un polyndéme de degré n, qui admet Ay, --- , A, pour racines distinctes donc il s’écrit

P(X) = p(X = X)) (X = M)
et en développant par rapport a la derniére colonne, on identifie
p=VQA, )
donc

VA, Agn) = POwga) = [ [y = M)

1<j
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Déterminant tridiagonal

a c 0 0
b a c 0
Dn=1l0o b a 0
0 0 O a

On trouve facilement
Dn+2 = aDn+1 — bCDn

C’est une suite qui satisfait une relation de récurrence linéaire d’ordre 2, on connait Dy = a, Dy = 1 donc
sait en trouver une forme close.

Déterminant circulant On appelle déterminant circulant le déterminant de la matrice suivante :

ag a1 - Apoi
p—-1 Qo - (Ap-2
D =
al a2 PR aO
On va montrer que
n—1
det D = [ P(w¥)
k=0
n—1
oll w est une racine primitive n-ieme de 'unité et P = E apX®.
k=0
Pour ¢ € [[0,n — 1], on pose
1
W
‘/i =
Wi(n—l)

Remarquons alors que DV; = P(w')V;. En posant la matrice Q@ = (Vo,Vi,...,V,_1) il vient
DQ = Q x diag(P(1), P(w), ..., P(w"™!) donc nous avons

det(D) det(Q) = det(Q) 1:[ P(wh).
i=0

Et le déterminant de @ est non nul (det @ = V(1,w,...,w" " !) avec V le déterminant de Vandermonde
et les w’ sont deux a deux distincts) ce qui conclut la preuve.

c¢) Comatrice

Définition.
Le mineur d’indice 4,5 de A € M,,(K) est det(A’) o A’ est la matrice A privée de la ligne i et de la
colonne j . Sii = j, on dit que c’est un mineur principale. On note A; ;(A) les mineurs de A.
On appelle comatrice de A la matrice Com(A4) = ((—1)""7 A, ;(A)). Les coefficients de cette matrice
sont, appelés cofacteurs.

Chapitre VIII : ALGEBRE LINEAIRE
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Théoréme.

(H) A€, (K)
@ 1. Vie[1,n], detA= Z 1)HIA; ;(A)

2. Vjel,n], detAd= Z )N 5 (A)

3. ACom(A)T = Com(A)TA = det AI,

11 Systeme d’équation linéaire
On appelle systeme linéaire d’inconnues z1,- - , x, un systeme du type

a; 1wy + -+ aypry = by

(p1T1 + -+ QppTp = by

a) Interprétation matricielle

by x1

On pose A = (a;;)i<is<n, B=| ¢ [ et X =] 1 |. (21, ,xp) est solution si et seulement si AX = B.
1<G<p ' '
by, Tp

Il y a une unique solution si A est inversible, c'est a dire n = p et A € GL,,(K). On dit alors que c’est un
systéme de Cramer et X = A~!B est I'unique solution.

Dans le cas général, il y a une solution si et seulement si B € Im(A). Dans ce cas 1a, pour Xj solution,
I’ensemble des solutions est

{X S J%p’l, X —-Xp€ Ker(A)}
b) Interprétation géométrique

On note @; : & — a; 121 + - - - + a; pxp des formes linéaires. Les équations ¢;(x) = b; sont des équations
d’hyperplans affines. Ainsi, = est solution si et seulement si x dans l'intersection des hyperplans d’équations

pi(z) =b;
c) Interprétation vectorielle
Si C1,---,C)p sont les colonnes de A, alors
z solution <= z,C1 +---+2,C, =B
Dans le cas d’un systéme de Cramer, pour x solution,

det(B,Cy,--- ,Cy) =det(x1Cy + - + ,Cp, Co, - -+ ,Cp) = x1 det A

donc
S det(B,Cy,---,Cy)
b det A
De méme,
T = det(ch"' ,Cj717B7Cj+1a"' aCn)
I det A
* * * *
* * * * *
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Réduction des endomorphismes
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Dans tout le chapitre, on note K un corps.

1 Rappels sur les polynémes

Théoréme.

() ABeK[X],B#0

@ Il existe un unique couple de polynoémes (@, R) dans K[X] tels que

A=QB+R

et deg R < deg B
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Théoréme — Définition.
a € K est une racine de P si et seulement si

Pla)=0 < (X —a)| P
et a est racine de multiplicité o > 1 si et seulement si
P(a) = P'(a)=---= P (a) =0 (X —a)*| P
<
P)(a) #0 (X —a)*l [P

Si a n’est pas racine de P, on convient que a est racine de multiplicité 0.

Théoréme (Interpolation de Lagrange).

Pour a4, -+ ,a, € R des abscisses distinctes et by, -+ ,b, € R des ordonnées distinctes, il existe un
unique polyndéme de degré au plus n — 1 tel que

Vi € [1,n], P(a;) =b;
Démonstration.
¢:PeK, 1[X]— (P(a1), - ,P(a,)) € R"

est un isomorphisme. O

2 Idéaux de K[X] et arithmétique

Théoreme.
| K[X] est principal

Démonstration. C’est un anneau euclidien donc principal (cf. chapitre Algébre générale) O

Théoréme — Définition.
1. Tl existe un unique polyndme unitaire @ tel que PK[X] + QK[X] = QK[X]. C’est le PGCD de A
et B. Deux polynoémes sont premiers entre eux si leur PGCD vaut 1.

2. 1l existe un unique polynoéme unitaire @ tel que PK[X] N QK[X] = QK[X]. C’est le PPCM de A
et B.

3. (Gauss) Si A et B sont premiers entre eux et A | BC alors A | C
4. (Bézout) A et B sont premiers entre eux si et seulement si il existe U,V tels que AU + BV = 1.

Exemple. (X" — 1) A (X™ —1)= X""m _1

3 Décomposition en facteurs irréductibles
Définition.
Un anneau A est factoriel si
1. Pour tout a € A, il existe des éléments irréductibles py,--- ,p, tels que a = p1 -+ pn

2. Cette décomposition est unique & lordre des facteurs pres et a association prés (deux éléments a
et b sont associés si il existe un inversible u tel que a = ub)

Théoréme.
| K[X] est un anneau factoriel

Exemple. Dans C[X],

Xr—1= ] (X -w)

wel,

X2 —1=(X+1)(X - 1):11 (X — exp <”::T)) (X — exp (_“:ZT»
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Exercice.
Montrer que

e P(R)CR,; + JA BcR[X],P= A%+ B?
e PR,)CR,; +— JA BcR[X],P=A%>+XB?

Résolution. Eléments de résolution pour le premier point : I'ensemble des A2 + B? est stable par produit,
et en décomposant P > 0 en facteurs irréductibles, chacun des facteurs est somme de deux carrés. O]

Exercice.
P unitaire de degré n dans R[X]. Montrer

P scindé dans R[X] <= Vz € C, |P(z)| = |Jm(2)|"

Démonstration.
o (<) P scindé dans C de racines (a;). 0 = |P(a;)| > |Im(z)|" donc a; € R
o (=)

1P +iy)| = |[[@—a; +iv)| =[] le = a; + iyl > | Im(2)]"
j=1 j=1

4 Polynémes d’endomorphismes
Définition — Proposition.
@ On note F un K-e.v., u € £(F) et

+00

P=> a,X* c K[X]
k=0

@1.

“+ o0
P(u) = k
(u) = %aku

2. ¢: PeK[X]+—— P(u) € £(E) est un morphisme d’algebres.

Démonstration. On justifie (PQ)(u) = P(u) o Q(u). On considére
¥ (P,Q) € K[X]? — (PQ)(u) — P(u) 0 Q(u) € £(u)

e 1) est bilinéaire
e A Q fixé, P +— (P, Q) AL nulle si et seulement si Vj € N, (X7, Q) =0
e Pour chaque j, Q — (X7, Q) nulle si et seulement si Yk € N, (X7, X*) = 0 qui est vrai.

Définition.
| Un polynéme P est dit polynéme annulateur de u € £(F) si P(u) est I'application nulle
Exemple. p est un projecteur si et seulement si X2 — X est annulateur. s est une symétrie si et seulement
si X? — 1 est annulateur
Définition — Proposition.
L’ensemble des polynémes annulateurs d’un endomorphisme u est un idéal. Il possede un unique
générateur unitaire, qu’on appelle polynéme minimal, qu’on notera g, ou I,

Démonstration. (id,u, - - - ,u"z) famille liée de £ (F) donc I'idéal n’est pas trivial O
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Proposition.
| K[u] = {P(u), P € K[X]} est une K-algébre de dimension deg j1,, de base (1,u,--- ,udesra=1)
e

Exemple. P = X2 — 3X + 2 polynéme minimal
-2 -6
(79
Puis X™ = pa X Q + @, X + B,. En injectant 1 et 2 (les racines de u4) on peut exprimer «,, et [, et
A" = a, A+ By

5 Théoreme de décomposition des noyaux
Théoréme (Décomposition des noyaux).

@ Eun K-ev., uc £(E)

@ 1. Si P,@Q € K[X] sont premiers entre eux, alors Ker(PQ)(u) = Ker P(u) @ Ker Q(u). En
particulier, si PQ est annulateur alors Ker(PQ)(u) = E

2. Si Py,---, P, € K[X] deux & deux premiers entre eux et si P = P; - - - P, alors
Ker P(u) = Ker Py (u) & - - - @ Ker P, (u)

3. Dans ce cas, si Q; = g,
(a) Il existe Uy, -, Uy tels que U1Qq + -+ + UyQq =1

(b) (U;Q;)(u) est la projection sur Ker P;(u) associée a la décomposition

Démonstration.
1. On écrit UP + QV =1 et si x € Ker P(u) NKer Q(u) alors (UP + QV)(u)(z) = 0 = id(z) = = donc
la somme est directe
Puis, la valeur de la somme est la bonne car Ker P(u), Ker Q(u) C Ker PQ(u) et pour z € Ker PQ(u),
x=UP(u)(z) + VQ(u)(x) € Ker Q(u) + Ker P(u)

2. Par récurrence, c’est vrai

3. Les Q; sont premiers entre eux dans leur ensemble, donc Bézout donne (a). Puis, pour 2 dans Ker P(u),

z=U1Q1(u)(x) + -+ UgQq(u)(x)
\ — N———

€Ker Py (u) €Ker Py (u)

et la somme est directe ce qui conclut.

O

Exemple. Siu3+u =0, alors E = Keru & Ker(u? + id) or Ker(u? +id) C Imu donc E = Keru + Imu

Exemple. E de dimension finie, 4 un endomorphisme de E tel que u € Vect(u* k > 2). Il y a donc un
polynéme annulateur pour u. De méme que précédemment,

F=Keru®Imu

Exemple. On note F I'ensemble des suites (u,,) telles que Vn € N, up43 = 4upy2 — Supt1 + 2u,. On
note T 'endomorphisme (uy,)n — (Un+1)n de sorte que

E =Ker(T? — 4T% + 5T — 2id) = Ker((T —id)?) @ Ker(T — 2id)
et Ker(T — 2id) = {\(2"),, A € R}, Ker(T —id) = {(A\)n, A € R} puis
u € Ker((T —id)?) <= T(u) —u € Ker(T —id) <= (tns1 —Un)n = (M

donc Ker((T —id)?) = {(v + np)n, v, u € R}
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6 Valeurs propres, vecteurs propres

Définition.
Pour E un K-e.v. et u endomorphisme de FE,
1. On dira que A € K est valeur propre de u si Ker(u — Aid) # {0}
. On dira que z € F est un vecteur propre associé a la valeur propre A si « € Ker(u — Aid) \ {0}

2
3. L’ensemble des valeurs propres (appelé spectre) est noté Spy (u) ou simplement Sp(u).
4

. L’ensemble des vecteurs propres pour la valeur propre A (on compte le vecteur nul pour garder la
structure d’e.v.) est noté E) = Ker(u — Aid) et s’appelle sous-espace propre de u pour \.

a) Etude du spectre

Proposition.

2
3
4.
)

(H) wove(E), PeEK[X]etAcK

(©) 1

Si u et v commutent, alors Ker u et Imu sont stables par v. De méme, E)(u) est stable
par v.

. Siz € E\(u), P(u)(z) = P(\)x

. P(X\) € Spi(P(u)) pour A € Spy (u)

Si P est annulateur alors Spg (u) C %k (P)
- Spi (u) = Zx (pu)

Démonstration.
1. 2. 3. Ok
4. P(u)(xz) = P(A\)x pour x vecteur propre => P(A) = 0 pour P annulateur

5. On a une inclusion par 4.

Si A racine de pu, dans K alors

A€ Sp(u) = u—Aid € GL(E)

donc dans ce cas p, = (X — A)Q et Q(u) = 0 absurde par minimalité de y,. Donc A € Sp(u)

b) Polyn6éme caractéristique

Théoréme — Définition.

(H)
(©) 1

€ £L(F) avec E un K-e.v. de dimension n, muni d’une base %B. Mg (u) = A

. Il y a équivalence entre
(a) A € Spxc(u)
(b) det(Aid —u) =0
(¢) det(Al, —A)=0

. Le polynéme x4 = x, donné par det(X id —u) = det(X1I, — A) est appelé polyndme
caractéristique de A (ou de u)

. XA est unitaire de degré n et
xa=X"—Tr(A)X" 4+ .. 4 (=1)"det A

- Spx (1) = Zx(Xu)

Démonstration. 1. 2. Ok

Chapitre

IX : REDUCTION DES ENDOMORPHISMES
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3. Le polynome est unitaire de degré n car la seule permutation qui donne un coefficient de degré n
dans la formule du déterminant est I’identité, et ce coeflicient vaut 1. Toutes les autres permutations
ne donnent que des coefficients de degré < n — 1 donc le coefficient de X"~ ! ne peut venir que du
développement du produit de la diagonale (o = id), dont le coefficient en X™~! vaut bien la trace.
Pour le terme constant, on injecte 0 et par définition on obtient det(—A) = (—1)" det A

A€ Sp(u) <= det(Aid —u) =0 <= X € Pk (xu)

O

Exemple (Cas d’une matrice compagnon). On note

0 0 0 —ag

10 0 —a

a0 1 0 —az | ¢, (K)

00 ... 1 —a
Le calcul de det(X 1, — A) donne x4 = XP™! + P(X) avec P(X) = ap,XP +---+agp
c¢) Théoréme de Cayley-Hamilton
Théoréme (Cayley-Hamilton).

@ E de dimension finie n et u € £L(E)
@ Xu est annulateur de u.
Démonstration. (Hors-Programme)
On note A canoniquement associée a u, et B = XI,, — A. On a
BCom(B)" = det(B)I,, = xa(X)I,
Com(B) T a des coefficients dans K,,_1[X] donc il existe des matrices By, - , B,,_1 telles que
Com(B)" = X" 'B,,_1 4 --- + By.
Alors,
BCom(B)" = (XI, — A)(X" 'B,_1 +---+ By)
=X"By_1+ X" (By_2—ABp_1)+ -+ X(By — ABy) — AB,
= xa(X)1
On identifie :
B,_1=1, et les autres B; 11 — AB; sont de la forme o;1,,a; € R
Sion note x4 = X"+ ap,_1 X" ' +---+ap,ona
By o—ABy_1=an1I, , --- , Bo—ABi=al, , —ABy=aol,

En remplacant dans y4(A) tous les termes s’annulent. O
Conséquence.

e Pour A dans M, (K), pa | xa donc degpua < n
e Si

T

xa =X =x)™
i=1
avec des \; deux a deux distincts, alors

M (K) = @D Ker (A = AiL,)*)

i=1
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e Si A est nilpotente alors A™ =0 car degpua < n

Exercice.
A € M, (C) non inversible. Montrer qu’il existe B € #,,(C) non nulle telle que ¥p > 1, (A + B)P =
AP + BP

Eléments de résolution. s = XP(X), P(A) # 0 par minimalité de pu4 et P(A) convient. O

Exercice.
| Montrer que A3+ A2 +A+1,=0 = TrA<0

Eléments de résolution. P(X) = (X + 1)(X2 + 1) est annulateur donc Spg(A) € {—1,4,—i} et x4 =
(X +1)*(X +i)?(X — i) polynome réel donc B = 7 et la trace est le coeff en X!

[

Exercice.
On note A une matrice de 4, (C). Montrer que si P € C[X], alors P(A) est inversible si et sulement
si PAxa =1sietseulement si PApug =1

Résolution.
e Si @ annulateur tel que P A Q =1, il existe 3U,V, UP + QV =1 donc U(A)P(A) = I,, et P(A)
inversible
e Si P(A) inversible alors on suppose A = PAx 4 non constant divisible par X —A et P(X) = (X —-\)Q(X)
donc

P(A) = (A -\ Q(A)
non-inversible car x4 (A)=0

donc P(A) n’est pas inversible, c’est absurde.

O
Exercice.
| AeGLs(R), TrA =2 A3+ A2 — 24 = 0. Trouver x4
Elément de résolution. A inversible donc X2 4+ X — 2 annulateur. Sp(A) C {1, —2} donc
xa=(X - 1)%X +2),

a+pB=5TrA=a—-28=2donca=4,=1 O
Exercice.
| Pour A, B € A, (R). Montrer que xap = XBA
Résolution (Premiére méthode).

A —-XI,\ (B —-XI,\ (AB-XI, 0

I, 0 L, -A ) B — X1y
et

B -XI,\ (A -XI,\ (BA-XI, -XB

L, -A I, 0 o 0 -XI,
donc xap = xBa O

Résolution (Deuziéme méthode). Si A inversible, AB = A(BA)A~! donc xap = Xpa. Puis, dans le cas
général on se place dans K(T') (le corps des fractions rationnelles sur K) et A — T'I,, est inversible, d’ou

XB(A-TI,) = X(A-TI,)B

et on prend 7T=0. O
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7 Etude des sous-espaces propres
Proposition.

E un K-e.v. et v un endomorphisme de E. On note Ay, -+, A\, des valeurs propres de u deux a
deux distinctes

@ Les sous-espaces propres E) sont en somme directe
Démonstration. C’est le théoréme de décomposition des noyaux sur P = (X — A1) --- (X — Ap) O
Proposition.

@ E un K-e.v. et F un s.e.v. de E stable par un endomorphisme u de F.

@ Xup divise Xy €t fu, , divise p,

Démonstration. p,(u) = 0 donc py(u)|r = pu(ujrp) = 0 donc piy,, | pu. On note F = (e1,--- ,e,) une
base de F' qu’on complete en base % de E. On note A = Mr(ujp). On a

Jﬂ%(“)‘(ﬁ ;)

donc xu = XaXB O
Théoréme — Définition.
@ u endomorphisme en dimension finie

@ 1. Si A € Spk(u) alors on appelle multiplicité algébrique de A la multiplicité de A dans
Xu, notée my (u)

2. Si X € Spk(u) alors 1 < dim Ey(u) < my(u)

Démonstration.
r € Ker(u — \id) = (u— \id)"(z) = (u — Aid)" "' o (u — Aid)(z) =0 = = € Ker((u — \id)")

puis théoreme de décomposition des noyaux O

8 Endomorphismes diagonalisables

Définition — Proposition.
On note F un K-e.v., v un endomorphisme de F. On dira qu’il est diagonalisable s’il satisfait I’une
des propriétés équivalentes suivantes :
1. Il existe une base de F constituée de vecteurs propres pour u
2. Il existe une base de E dans laquelle u© a une matrice diagonale

3. Il existe une base de E' dans laquelle la matrice de u est semblable & une matrice diagonale
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Théoréme.

E un K-e.v. de dimension finie, » un endomorphisme, A, --- , A, les valeurs propres distinctes
de u

@ Il y a équivalence entre
(a) u est diagonalisable
(b) Ex,(u)®--- @ Ey (u)=F
()
P
Z dim Ey, (u) = dim E
i=1

(d) xu est scindé sur K et my(u) = dim Ey(u) pour A € Spk (u)
(e) py scindé a racines simples dans K

(f) 1l existe P annulateur scindé & racines simples. Dans ce cas,

o = H (X=X

AESPK (u)

Démonstration.

(a = b) Il existe une base de vecteurs propres, on les regroupe par valeurs propres et on a le résultat.
(b = ¢) Clair
(¢ = d) xu= (X =A)* (X = X)) P(X) et

p p
dimE =Y dimEy, <Y my,(u) < dimE
i=1 i=1

doncP:Iet©

(d = e) Ona (d = b) puis (b = a) donc dans % adaptée,

>‘1]T1 (O)
A d:ef ./%% (u) = T
(0) Aplr,
et
0 0)\ [ * . (0) * (0)
(A= MI,) - (A= \L,) = ' . _
(0) * / \(0) x (0) 0

donc (X — A1) --- (X — Ap) annulateur scindé & racines simples
o (¢ = f) Clair
e (f = a) TDN sur P puis on enleve les Ejy, (u) = {0} dans la décomposition

O
Exercice.
On note
-3 4 0
A=1]1 3 3
1 -2 0

Calculer x 4. A est-elle diagonalisable 7 Si oui, diagonaliser A.

Résolution (partielle). xa(X) = (X + 3)(X — 1)(X — 2) annulateur scindé & racines simples donc A
diagonalisable. Les trois vecteurs

1 4 -3
1 5) 0
-1 -3 1
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sont des vecteurs propres. O

Exercice.
| A€ GL(C). Montrer que A? est diagonalisable si et seulement si A lest.

Eléments de résolution. Le sens réciproque est immédiat, on ne montre que le sens direct. Si A2 est
diagonalisable de valeurs propres A1, -, Ay, on écrit 67 = \; et X2 — 62 = (X — §;)(X + &;) donc TDN
et Ker(A? — \;1,,) = Ker(A — §;1,,) ® Ker(A + 6;1,,) O

Exercice.
| Donner une CNS de diagonalisabilité pour une matrice diagonale par blocs

Réponse. Une matrice A = diag(A;,---, A,) est diagonalisable ssi les A; le sont. O

9 Sous-espaces stables

a) Restriction
Proposition.
@ u endomorphisme diagonalisable (dimension finie), V' s.e.v. stable par u.

@ ujy est diagonalisable et
V= @ E@wnVv

AESpk (u)

Démonstration. p, scindé annulateur a racines simples et Ey(ujy) = Ex(u) NV O

b) Décomposition de Dunford (HP)

Résultat.
Soit « un endomorphisme en dimension finie n dont le polynéme caractéristique est scindé, A sa matrice
dans une base %. Il existe une matrice diagonalisable D et une matrice nilpotente N qui commutent
et telles que A = D + N. Cette écriture est unique.

Démonstration. On suppose x4 = (X — A1)* -+ (X — A\)? avec les \; deux a deux distincts et les
(67} 2 1.

Le théoreme de décomposition des noyaux donne

M1 (K) = Ker(A — A\ 1) @ -+ @ D, (A).
—_— —

=I'1(4)
def

A et (A— A,)* commutent donc I';(A) est stable par A et

d’ou
Ay = Milaryay + (A = Aidapria)
———
D, diagonalisable N, nilpotente

et DZNZ = N’LDZ

Dans une base & adaptée a la décomposition, on a

D+ N (0)

(0) D, + N,
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et XA = XDy+N, X - X XD,+nN, = (X = A1) (X = \)™ avec r; = dimIT;(R). On en déduit
dimI';(A) = «; et on conclut sur Pexistence avec
D1 Nl
D, N,

Par ailleurs, si on note 7; le projecteur sur I';(A) associé a la décomposition, m; est un polynéme en A
(d’apres le théoréeme de décomposition des noyaux) donc D = Y A\;w; aussi et N = A — D aussi.

On suppose que D’ et N’ conviennent aussi. Dans ce cas, D — D' = N — N’. N et N’ commutent car
N est un polynéme en A et N’ commute avec A donc N — N’ est nilpotente. D — D’ est diagonalisable
nilpotente donc nulle ce qui conclut sur I'unicité. O

c¢) Diagonalisation simultanée

On va montrer que si (f;);es est une famille d’endomorphismes diagonalisables qui commutent alors on
peut les diagonaliser dans une base commune.

On procede par récurrence sur n = dim E.
e n =1 c’est trivial
e n > 1, on suppose que c’est vrai au rang n et on prend E tel que dimE =n + 1
— Premier cas. Tous les f; sont des homothéties. Il n’y a rien a faire.

— Second cas. L’endomorphisme f;, n’est pas une homothétie.

E= € Efi)

€SPk (fio) dimsn

Les E(fi,) sont stables par tous les f; et les f; g, f:,) sont diagonalisables donc il existe une base

B de Ex(fi,) qui les diagonalise (par @ ). Il suffit de concaténer les %8 pour conclure.

10 Utilisation des polynémes d’interpolation

On note A € M,(K), Spk(A) = {1, -+, A}, A diagonalisable.
o Mp1(K)=E\(A) & - @& Ey (A)

e On note X — X
A; = 2
A=A
JFi
e A+ -+ A (X)—1 est de degré < r — 1 et s’annule en Aq,---, A, donc c’est le polyndme nul et

e Onapg=(X—XA) (X=X )donc (X — X\)A, est divisible par u4 de sorte que VX, A;(A)X €
Ex, (A)
Puis, VX, A1 (A) X +--- A, (A) = X donc A;(A) est le projecteur sur Ey, (A) associé a la décomposition.
De plus, en appliquant A,
MALA)X + -4 A AL (A) = AX

qui est vrai pour tout X donc
A= MA1(A)+ -+ MA(4)

Pour i # j, A;(A)A;(A) = 0 (le polynoéme est divisible par p14) donc par récurrence (presque)
immeédiate,

V>0, AP =XFA[(A) 4+ MAL(A)
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Exemple. On note
3 =3 2
A=1|-1 5 =2
-1 3 0
et xa = (X —4)(X — 2)? diagonalisable car s = (X —4)(X — 2) est annulateur scindé & racines simples

Les projecteurs spectraux sont Ay = %, Ay = %, donc

Yn >0, A" = 4" A4 (A) + 2" Ao (A)

11 Trigonalisation
Théoréme — Définition.
@ u endomorphisme en dimension finie n

@ 1. On dit que u est trigonalisable s’il existe une base %8 de E telle que g (u) est triangulaire
2. Il y a équivalence entre

(a) wu est trigonalisable
(b) Xu est scindé sur K

En particulier, Si K = C, tous les endomorphismes sont trigonalisables

Démonstration. (a = b) Si Mg (u) = (a;,;) alors x, = H(X — a;;) scindé sur K.
i=1
(b = a) Par récurrence sur n :

e n =1 clair

e n > 1, on suppose la propriété vraie au rang n et on note F tel que dimE =n+ 1, u € L(E) et xy

scindé. On note e; un vecteur propre associé a la valeur propre A € Sp(u), et on compléte (e1) en une
base % de E.

et on applique HR sur A.

Remarque.
Si A € M, (C) alors il existe P € GL,,(C) telle que

d1 *
PAP™! = .
(0) dn
e xa=(X—dy) (X —dy) donc Spc(A) = {dy, - ,dn}

e On note Spa(A)®©™P le multi-ensemble des valeurs-propres (c’est-a-dire ’ensemble des valeurs
propres répétées avec leur multiplicité). On a

Tr(A) = Y A Tr(Ab) = > M

AESpg (A)eomp AESpg(A)comp

det A = H A

AESpe (A)eomp

et
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a) Trigonalisation simultanée

On note (4;); des matrices trigonalisables qui commutent deux & deux. Il existe P € GL,(
est triangulaire supérieure.

pour tout i, PA; P!

K) telle que

La démonstration est identique a celle de la diagonalisation simultanée.

b) Trigonalisation effective

On note

On a
-1

XA =

—_

X
3
0
1 0

La matrice est diagonalisable ssi u4 =

et

0 1 0 2
-3 0 4 0
A=10o 10 3
-10 1 0
0 -2
-4 0] _ 4 5y2 _ 2/ v 132
¥ g =X 2XHl=(X+1AX -
-1 X

(X +1)(X — 1) ce qui est faux. Le TDN donne

= Ker(A — I,)> @ Ker(A + I,)?

-4 -2 6 -4
e |6 2 -8 6
M-Iy =16 2 s -6
2 0o -2 2
d’oll
T dr+2y—6z24+4t=0
6 2 8 6t=0
y € Vect(A — I4 <— Ty —Szt
z 6x—|—2y 8z24+6t=0
¢ —2242t=0
= { -
T 1 -1
y 1 0
— i € Vect NE 0
t 0 1
ZKer(A—14)
On note
-1 1
0 1
(erea) = | (A=L) | o |1,
1 0

de sorte que ey, es € Ker(A — I4)?,

Ker(A — [4)2

et on fait pareil sur 'autre noyau.

(A—1I4)e; =0 donc Ae; = e et Aey = e1 + €2 donc (eq, e2) base de

1 1
Miere2) (Al Ker(a-10)2) = (0 1>
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¢) Endomorphisme nilpotent

Définition — Proposition.
@ FE un K-e.v. de dimension n
@ 1. On dira que f est nilpotent s’il existe un p > 1 tel que fP = 0.

2. Il y a équivalence entre
(a) f nilpotent
(b) xy=X"
(c) f trigonalisable de spectre {0}

Dans ce cas, l'indice de nilpotence est le degré de jif

Démonstration.
e (b = a) Cayley-Hamilton
e (o = c¢) XP scindé annulateur, Sp(f) C {0} et Ey(f) = Ker f # {0}
e (¢ = b) Ok
O

Remarque.
Si f € £(F) et si P est annulateur scindé sur K alors py est scindé et Zx (ur) = Spi(f) = Zx(xy)
Donc, x5 = (X — A1) -+ (X — ) @Q avec @) premier avec 5. Si () non constant alors Q(f) inversible.
Si Q a des racines dans K, QRX) = (X - NQ(X) dans K[X] et f — Aidg non inversible donc
det Q(f) = det(f — Nidg) det Q(f) = 0 absurde donc Q =1

d) Caractérisation des matrices nilpotentes

Exercice.
| Montrer que A € A, (C) est nilpotente ssi TrA=TrA? =-.. =Tr A" =0

Résolution.
e (=) Facile
e (<= ) Onnote Aq,---, A, les valeurs propres distinctes non nulles de A, et on suppose qu'il y en a. Il
existe des ny,---,n, = 1 tels que

A+ FnpAp=TrA=0
nl)\%+~~+np)\12,:TrA2:0

or
Ao A
XA

est inversible (Vandermonde non nul) donc (ng,---,n,)" = (0,---,0)" absurde, donc il n’y a pas de

valeur propre non nulle, d’otu @ .
O
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12 Autour du crochet de Lie

Définition (Hors-Programme).
On appelle crochet de Lie tout loi de composition interne [, -] : E? — E bilinéaire alternée qui
satisfait la relation de Jacobi

Ve,y,z € B, o[y 2l + s [z 2] + [z 2, 0] = 0

On dira alors que (E,+,[-, -]) est une algébre de Lie.

Remarque.
On n’aborde ici que le cas ou le crochet de Lie est le commutateur dans I’espace des endomorphismes
d’un espace vectoriel :

Vf,g € £(E), [figl=Ffog—gof

ou bien matriciellement :

VA,B e M,(K), [A B]=AB- BA

a) Nilpotence de ¢ : B+— [A, B] pour A nilpotente

On note A € M, (K) nilpotente, ¢ : B — [A, B]. On introduit T : B +—— AB et Tp : B+ BA. Ces
deux endomorphismes commutent et ¢ = T — Tp. Les deux endomorphismes sont nilpotents (car A
nilpotente) donc ¢ aussi

b) Diagonalisabilité de ¢ : B —— [A, B] pour A diagonale ou diagonalisable

o Si A =diag(Ai, -, An) alors (E; ;) = (A — Aj)E; ; donc ¢ diagonalisable (on a trouvé une base de
vecteurs propres)

e Si A diagonalisable, on écrit D = P~*AP (notations évidentes) et
¢(B)=AB - BA = P 'APP'BP - P 'BPP 'AP =P '¢(B)P =[P 'AP,P ' BP]
On note ¢ : B— PBP et 9"t opo1 = B+ [D, B] diagonalisable.

13 Commutant d’un endomorphisme diagonalisable

Définition (Hors-Programme).
| On appelle commutant d’un endomorphisme u I’ensemble des endomorphismes qui commutent avec u

On note u € £(F), E un K-e.v. de dimension n. On suppose u diagonalisable. On note
Clu)={ve%(E), uov=vou}

le commutant de u.

® Si Ay,---,Ap sont les valeurs propres deux & deux distinctes de u alors

E=E\(u)®- - ®E),(u)
e Siv € C(u) alors chaque s.e.p. est stable par v. On note
Y: Clu) — ZL(Ex (uw) X xL(Ey, (u))
L VIEx, (u)) """ s V|Ex, (u)
e 1 est une application linéaire injective

e Soit (vi,---,vp) € L(Ex, (u)) x - x £L(E),(u)). Il y a un antécédent correspondant, donc 1 est un
isomorphisme et

dim C'(u) = Z dim(E}, (u))”
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Dans tout le chapitre, EF désigne un K-espace vectoriel, avec K = R ou K = C, et [ est un intervalle.

1 Normes

Définition.

N : E — R est une norme si

Vee E,N(z)=0 = 2=0

Ve e E,N(x) >0

Vo € E,YA € K, N(\z) = [A|N(z)
Va,y € E,N(x+y) < N(z) + N(y)

On dira alors que (E, N) est un espace vectoriel normé (e.v.n).

Remarque.
Si (E, N) est un e.v.n, alors

e Vx € E,N(—x) = N(x)

o Vz,y € E,[N(x) - N(y)| < N(z — )

2 Normes usuelles

a) Dans K"

Pour (z1,---,z,) € K", on pose

n 1/p
ol = (z |)
k=1

[#]loc = max(lal,-- - [xn])

et similairement

Ce sont bien des normes (c’est facile pour p = 1,2,00 en exploitant Cauchy-Schwarz, on verra avec
l'inégalité de Minkowski que c’est vrai pour tout p)
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On a les inégalités suivantes, pour tout = € K™
o [lzlly < nllzfle
vnlzll2 (C-5)

B4t

/

[E4 5t
]2
2]l < [l
2]z < vl
2]l < 2

Il y a & chaque fois des cas d’égalité non nuls.

o o o
/\//\//\//\//\

b) Norme de la convergence uniforme

Proposition.
@ E =<6(I,K) (espaces des continues bornées)

@ 1. Pour f € E, on pose ||f||cc = sup; |f|. C’est une norme sur F

2. Il y a équivalence entre
CVU

®) fn=fll ——

n—-+oo

Remarque.
| SiI estun segment, E=%6°(I,K)

c¢) Norme sur les fonctions intégrables
191 = [11
I

d) Norme sur les fonctions de carré intégrable

112 = (| |f|2)1/2.

C’est une norme. Pour voir I'inégalité triangulaire :

I + ol < Il + gl = [[17+ 9 < ||f||1+||g|1+2\/</1|f|2) (f1a)
= [ug+To=e(2 [ 19) <2\/</I|f|2) ([1a2)

et cette derniere inégalité correspond a Cauchy-Schwarz.

Dans £}(I,K), on peut poser

C’est une norme.

Dans £2(1,K), on peut poser

e) Normes sur les fonction continues sur un segment

3 Inégalités de Holder et Minkowski
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1 Définitions
Définition.
On note E un K-e.v.n.

1. On dira que (z,,) € EN posséde une valeur d’adhérence ¢ s'il y a une suite extraite de (z,,) qui
tend vers ¢

2. Pour z = (z,), on notera V(x) ’ensemble des valeurs d’adhérence.
Exemple.
1. E=R, x=((-1)"), V(z) ={-1,1}
2. E=R, Ty —— 4, V(z) = {¢}

n—4oo

3. E=R, (rn) une énumération de Q. V(r) = R (par densité)

2 Compacité

Définition.
On dira que A C E est une partie compact si A = & ou si toute suite d’éléments de A possede une
valeur d’adhérence dans A
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a) Propriétés topologiques

Proposition.

@ ACFE

@ 1. Si A est compacte, alors c’est une partie fermée bornée

2. Un fermé inclus dans A est compact

Démonstration. 1. Soit (x,) € AN qui converge vers . C’est la seule valeur d’adhérence de x donc elle
est dans A et A est fermé. Si A n’est pas bornée, la suite (x,,) définie par

Vn € N, xn € A\ B;(0,n)

est bien définie et n’a aucune VA, ce qui est absurde.

2. C’est évident avec les définitions

Proposition.
@ K compact de E, u une suite de KV

@ Il y a équivalence entre
1. w converge
2. u a une seule valeur d’adhérence
Démonstration.
(1 = 2) évident

(2 = 1) On note ¢ la VA de u, et on suppose par absurde

Ty —F— 4
n—-+oo

Alors 3e > 0,YN € N,3n > N, |u, — £| > €. Pour un tel €, on construit la suite extraite suivante

e N =1, il existe ny > 1 tel que |u,, — €| > ¢
o
e N =ny_1+ 1, on construit ny

On a ainsi construit une suite extraite qui n’admet pas £ comme VA, donc elle admet une autre VA ¢
dans K ce qui est absurde. O

Exercice.
On note u une suite bornée réelle telle que

1
Uy + —Ugy, —— 0
2 n—-+oo

Montrer que u converge.

Chapitre XI : COMPACITE — CONNEXITE
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Remarque.

Soit v € EN. On va montrer que

V() =) {ur, k=>n}

n>0

On note U,, = {ug, k > n}, F,, = U, et F Uintersection des F,,. Si £ € V(u) alors il existe une extractrice
@ telle que uy (k) —+—+ ¢ donc ¢ € U,, = F,, pour tout n, donc ¢ € F.
n—-+oo

Si ¢ € F, alors on construit (k) de la maniére suivante :
o Bo(¢,1)NU; est non vide (¢ € Fy) donc Fky > 1, |ug, — ¢ <1

N

1
o Bo(l, 5) N Uk, +1 est non vide (£ € Fy,41) donc Fke > ki,  |ug, — €] <

Et on a ainsi construit une suite extraite qui tend vers ¢, ce qui conclut.

b) Produit cartésien

Proposition.

(H) (Bl ), (Bps | ll,) des evn, A, C Ey,-- -, A, C E, des compacts, et || || = 32, | [l

@ Aqp x -+ x Ay est un compact de E = Ey x --- x E, pour la norme || ||

Démonstration. On note (X,,) = (Tn1, -+ ,Tnyp) € (A1 X --- x Ap)N. Alors

o (z,,,1) est une suite d’éléments de A; qui est un compact donc il existe une extractrice p; qui fait
converger la suite extraite vers ¢; € Ay pour || |1

® (T4, (n),2) est une suite du compact A, on fait pareil.

Et ainsi (X, o...0p,(n)) converge vers (ly, -+ ,l,) € Ay X === X Ay, O
Remarque.
R? = R X --- x R munit de || ||; (c’est la norme produit avec | | sur R), [—1, 1]? est compact pour

[| /1 donc pour || [[oc (équivalence des normes en dimension finie) et %32°(0,1) est un fermé inclus dans
[—1, 1]? donc c’est un compact.
Plus généralement, %8%°(0,7) est compact donc toute partie finie bornée pour || || est compacte.

c¢) Théoréme des bornes atteintes

Théoreme.
@ (E,| ||) un K-evn, A C E un compact et f : A — R continue.

@ 1. f(A) est un compact de R
2. da,b e A, f(a) =sup f et f(b):igff
A

Démonstration.

1. On note (y,) une suite de f(A)N, et (x,,) € AN une suite d’antécédents de (y,,) par f. La suite x a
une valeur d’adhérence ¢ € A donc on peut en extraire une suite convergente

On a alors
Yo(n) m ) € f(A)
donc A est un compact.

2. 1l existe (z,,) € AN telle que f(x,) P > f, vu la compacité de A on peut supposer que (z,)

converge (quitte & extraire) vers £ € A de sorte que f({) est la borne supérieure cherchée.
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O
Proposition.
@ A C E compact, F, F des K-evn. On note f : A — F continue.
@ f(A) compact
Démonstration. Méme démo que dans R. O

Exemple (Compacité d’une enveloppe convexe). On pose

f: RY — R
(A An) > At A,
et pour z1,--- ,x, € F,
P R" — E
A, ) — Nz 4+ Az,

L’ensemble f~1({1}) est un compact (fermé inclus dans [0, 1]" compact) pour || ||, les deux fonctions
sont continues donc

Conv(wy, -+ ,x,) = {)\1561 + o+ A, T Ai = 07Z>\i = 1} =o(f71({1})

est, compact

Théoréme (Heine).
@ A C F compact, f: A— F continue

@ f est uniformément continue

Démonstration. Supposons que f n’est pas uniformément continue :

32 >0,¥0 > 0,32,y € A,z —yllg < det [|[f(x) — fW)lr >¢
1
Pour un tel €, on prend §,, = — et il existe x,,y, € A tels que
n

lZn —Ynlle <6 et If(zn) = flyn)llr =€

On note ¢ une extractrice de (mn) telle que (x@(n)) converge vers o € A (existe par compacité), donc
Yp(n) — a donc

n—r—+0oo
Hf(xn) - f(yn)H m 0
> €
et c’est absurde O

3 Equivalence des normes en dimension finie

Théoréme.
1. Toutes les normes sur K" sont équivalentes.

2. En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration.

1. On va montrer que toutes les normes sont équivalents a la norme infinie. On se donne une norme || ||.
Si (e1,--- ,e,) désigne la base canonique de K", et si x = x1e; + - - - + x,€,, alors

2l < lzallleall + - + |zalllen]] < llzlloo leall + - -+ llen]]
C

Puis
Vr,y € E, lz| = [yl < llz =yl < Cllz — yllo
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donc
p: R — R
z — |z
est continue de (R™, || ||s) dans (R,|]). On note S = {z € R™, |z|| =1} qui est un compact de
(R™, || lloo)- Ainsi, ¢ atteint ses bornes sur S et on note ¢ le minimum de ¢ de sorte que

T

vz € E\ {0}, — €S
]|
donc Il
T x
o)
S\l /Nl
ce qui donne finalement,
VeeE,  c|zfleo <zl < Cllwflo
donc toutes les normes sont équivalentes.
2. On note (ey,- - ,e,) une base de E un K-evn de dimension finie, || ||; et || ||2 deux normes. Pour
i=1et ¢ =2, on définit
N; - K" — R+
(1, zn) = |lz1ier + -+ zneai

qui sont deux normes équivalentes, donc les deux normes de départ sont équivalentes.

Théoréeme.
@ A C E, E un K-evn de dimension finie

@ Il y a équivalence entre
1. A est une partie compacte

2. A est fermée bornée

Démonstration.
(1 = 2) déja fait

(2 = 1) On note 9B = (ey,--- ,ey,) une base de E et 1, -, x, les coordonnées de x dans cette base.
On note

o] = max |z;
def 1<ign

Par équivalence des normes, A est fermée bornée pour toutes les normes. On note (X,), une suite de
AN de coordonnées 1, , . Chacune des suites (z;,), est bornée dans K donc admet une suite
extraite convergente, donc on peut extraire une suite de (X,) qui converge, et la limite de cette suite
extraite est bien dans A car c’est une partie fermée. O

Remarque.

En dimension finie, si A est une partie bornée, alors A est un compact. Cela généralise le théoréme de
Bolzano-Weierstrass

Proposition.

@ (E,| ||) un K-evn de dimension finie et = (x,,) une suite bornée

@ Il y a équivalence entre

1. x converge

2. x a une unique valeur d’adhérence

Démonstration. Si A = {x,, n € N}, alors A est un compact ce qui conclut (propriété de début de
cours). O
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4 Algebre linéaire et compacité
Théoréme.
@ E un K-evn de norme || ||

@ Si F' est un sev de dimension finie de E alors c¢’est un fermé

Démonstration. On note % = (e1,--- ,e,) une base de F, || || la norme usuelle associée. Sur F, cette
norme est équivalente & la norme || ||. On note (z,,) € FN une suite convergente pour || || vers £. On doit
montrer que ¢ € F. La suite (x,) est bornée pour || || donc pour || ||oc donc il existe (z,(,)) convergente
vers ¢’ € F pour || || donc pour || || d’ott
[ '
() n——+0oo ¢

d’otl finalement ¢ = ¢ € F

Théoréme.
@ E, F des K-evn, E de dimension finie

@ Toute application linéaire f : E — F' est continue

Démonstration. On note 8 = (e1,--- , e,) une base de E muni de || ||o, associée. On note 1, - - -

coordonnées de x dans cette base et on a

1f @)l =z fler) + - +apflep)lr
< lzlloo ([ (e)llr + - - 4 [ f(ep)llr) = [l2floc M
< CM|jzllg

par équivalence des normes, pour un C > 0.

, T, les

Théoreme.
@ (E1, |l 1), (Eps || Ip) des evn de dimension finie, (F, || ||r) un K-evn. B : Ey X --- x E, — F
multilinéaire.
@ 1. B est continue
2.
>0, Vu=(ur,-up) € Erxx By [|Bu)|le < Ellually - gl
Démonstration. On se donne B; = (e1j,--- , e, ;) une base de Ej, de sorte que

1

p
Blu)= > tratepBler - en,p)

k=1 kp=1

donc

1 p
IB@I < Y - D Mttty 1 Bleris - s er, )l

k=1 k=1

majoré par un M

1 Tp
<u (z m,u) o [ S
kp=1

k1=1

S EMually- - [lupllp
par équivalence des normes.

Puis si u,, — a, alors

B(un) —B(CL) = B(un,l —ar,- - 7un,p) +B(a1aun72 —a2,Un,3," aun,p) +---

+ B(a1; cesy ap—lvun,p - ap)
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donc

|B(un) = Ba)llp <k lun1 — arlls un2llz - lfunplly+- - ———0

n——+oo

—0 borné

d’ou la continuité. O

5 Propriété de Heine-Borel-Lebesgue

On note (E,] ||) un K-evn. On va montrer I’équivalence entre
1. AC E compact de

2. Si (0;)ier est une famille d’ouverts de E dont 'union contient A (on appelle alors cette famille un

recouvrement de A par des ouverts), alors il existe i1, - - , i, tels que
P
AC U Ozk
k=1
1 = 2)

Premiére étape. On montre I'existence de €9 > 0 tel que Vo € A,3i € I,B,(x,e9) C O;. Par 'absurde,
on suppose que pour n € N* il existe x,, € A tel que Vi € I,B,(xy, %) ¢ O;. 1l existe une extractrice
@ telle que (2,(,)) converge vers a € A. On note iy € I tel que a € O;, donc il existe ro > 0 tel que
%O(a,ro) C O;,. Or, APCR,
7oy — all + =~ < 22
@(n) o(n) STy
1

donc Bo(Ty(n)s m) C Bo(a,r9) C Oy, c’est absurde.

Deuxiéme étape. On se donne € > 0 et on va montrer qu’on peut recouvrir A avec un nombre fini de
boules de rayon ¢

On raisonne par I’absurde et on construit la suite (x,) € AN de la maniére suivante :
e dxpe Aetona A By(xo,€)
o dry € A\ Bo(z0,¢) et AZ Bo(xo,) UBo(21,€)
o -
Par construction, on a
pFq = |lzp -4l Z €

donc toutes les suites extraites ne sont pas de Cauchy donc ne sont pas convergentes, ce qui est absurde
car c¢’est une suite d’'un compact.

Troisiéme étape. On applique la deuxieme étape avec le €y de la premiere étape. Cela conclut immédia-
tement.

2 =1

Premiére étape. On va montrer que si (F,) est une suite décroissante de fermés relatifs de A non vides,
alors NF,, # O.

On suppose que NF,, = &, de sorte que (A \ F},), est un recouvrement d’ouverts de A. On en extrait un

recouvrement fini :

Fiy, - ip, Ag(A\Fil)U-uU(A\Fip):A\(F,-lﬂ---ﬂFip)gA
—_———

£0
absurde.

Deuxiéme étape. (z,) € AN. Pour p € N, F,, = {,,,n > p} est une suite décroissante de fermés non
vides relatifs de A, donc (z,,) a une valeur d’adhérence dans A.
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6 Théoréme de Riesz

On note (£, || ||) un K-evn. On va montrer que E est de dimension finie si et seulement si % (0, 1) est
compact

Le sens direct est immédiat. On suppose que E est de dimension infinie et on va montrer que la boule
fermée % unité n’est pas compacte. On la suppose compacte par I’absurde, et Heine-Borel-Lebesgue donne

1 1
Jdaq,- -, ap, %8 C%o(al,ﬁ)u---u%o(ap,i)
On note F' = Vect(a1,--- ,ap) # E. llexiste v € E\F et d(z, F) > 0 car F est un fermé (sev en dimension

finie). Il existe (z,,) € FN telle que d(z,r,) — d(z, F) et

r — X
"_ec®B

[E|
donc il existe ¢ extractrice telle que

L~ Typ(n)
Hl’ - ‘Tap(n)” n—r+oo

le®R

1
Il existe @ € [1, p] tel que ||£ — a; < 3 On pose ¥, =, + ||& — zplla; € F de sorte que

Yo =T = T — 2+ & — nlla; = ||z — x| <a¢ IIi—iZI) —— d(w, F)(a; — 0)
d'ott s )
T
n — 2| —— d(z, F)|a; — ] < 22
Iy — 2l —— d(a, F)|a; — 0] < =2

et donc APCR, |y, — x| < d(z, F) absurde.

7 Connexité par arcs

On note (E, || ||) un K-evn, A C E et a,b € A. On appelle chemin de a & b une application continue
v:[0,1] — E telle que ¥(0) = a et y(b) = b. On écrira

a—b ou aLsb
A A

Définition.
On dira que A est connexe par arcs (abrégé c.p.a.) si chaque paire de points est connectée par un
chemin de A.

Exemple. Les convexes sont connexes par arcs.

Proposition.
| Les connexes par arcs de R sont les intervalles (i.e. les convexes)

Démonstration. Si A C R est convexe, alors ]inf A, sup A[C A par connexité et TVI, et A C [inf A, sup A]
ce qui conclut. O

8 Image des connexes par arcs
Théoreme.

@ f:E — F continue et AC E

@ 1. Si A est connexe par arcs alors f(A) aussi

2. Si A est connexe par arcs et F' = R, alors f(A) est un intervalle.
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Démonstration.

1. On note a = f(a), 8 = f(b). L’application f o~ avec a % convient.

2. Clair.

Exercice.
| Montrer que R?\ Q? est connexe par arcs.

9 Composantes connexes par arcs

Définition — Proposition.

@ ACE

@ On note % la relation sur A aRy <= 3Iv,a % b. C’est une relation d’équivalence dont les
classes d’équivalences sont appelées composantes connexes par arcs.

Exercice.
Montrer qu'un R-evn de dimension finie privé d’un hyperplan a deux composantes connexes et les
décrire.

Esquisse de réslution. Les deux composantes sont ¢~ '(R%) et ¢~ '(R*) avec ¢ une FL telle que H =
Ker ¢ O
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1 Définitions

Définition.
Soit (ay)y, une suite complexe. La série de fonctions de terme général (a,2™), est appelée série entiere
et se note » a,2". Lorsqu’elle converge, on note sa somme

+oo

5 e

n=0
Exemple. Le domaine de convergence de >_ 2™ est 90(0, 1).

Le somaine de convergence 9 de % vérifie 9,(0,1) T D C D,(0,1)
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2 Rayon de convergence

Théoréme — Définition.

@ (an)nen € cN

@ 1. Les cinqg nombres suivants sont égaux
Ry =sup{|z|, z¢€ C,(a,z"), bornée }
Ry =sup{|z|, z€C,a,z" — 0}
Rs =sup{|z|, z€C, Zanz” converge }
Ry =sup{|z|, z€C, Z anz" converge absolument }
Rs = inf{|z|, z€ C,(anz"), non bornée}

avec la convention inf @ = 4+00. On appelle ce nomber rayon de convergence de > a,z" et
on le note R(a,z")

2. Si > a,z" admet pour rayon de convergence R, alors le domaine de convergence est tel

que
20(0,R) €% C94(0,R)

Démonstration. 1. Ry > Ry > R3 > Ry4. Par I’absurde, on suppose Ry < R5. Alors, on prend z € C tel
que Rs > |z| > Ry. (ap2™), est bornée donc si on note 2’ tel que |z| > |2/| > Ry, alors
p n
2" = apz" ) tg série ACV absurde car |2/| > Ry
~—— \ 2

borné N —’
[1<1

Donc Ry > Rs. Par 'absurde, R; > Rs. On se donne z € C tel que Ry > |z| > Rs et il existe
2/, 2" € Ctel que Ry > |2"| > |2| > |#'| = Rs, (a,2"™) non bornée et (a,z"™) bornée.

I\
z
anz" =0, 2" | =] —noieo 0
Nl z

— borné

absurde donc Ry = Ry = R3 = R4y = Rs.

2. Immédiat vu 1.

Remarque (Lemme d’Abel).
| Siae CN etz € C*. Silasuite (a,z3) est bornée alors Vz € 9,(0, |20]), " a,2" ACV

3 Opération algébrique sur les séries entieres
Proposition.

@ > anz™ de rayon R, et > b,2z™ de rayon R,

@ 1. Pour A € C*, R(>_ Aanz") = R,
2. Pour A € C*, R(>_(Aay + b,)2™) = min(R,, Rp) et si R, # Ry, il y a égalité.
3. Le produit de Cauchy des séries Y a,z™ et Y b, 2" est la série Y ¢, 2™ avec

Cp = E apbqg

p+g=n

et R(3 " cp2™) = min(Ry, Rp).

Démonstration. 1. "Trivial"
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2. 200Ket R, # Ry = = 0K
3. Si |z| < min(R,, Rp) alors > anz™, > byz™ ACV donc produit de Cauchy ie @

4 Reégularité des séries entieres
Proposition.

@ > apz™ de RCV R > 0 (ou +00)

@ 1. Ya €]0,R[, > anz"™ CVN sur 94(0,a).
+oo
2. 2€9,(0,R) — Z anz" est continue
k=0

Démonstration. a €)0, R].

Z lan2"| = |ana”™| tg série CV car a < R donc il y a CVN sur %(0, a)
z€Df(0,a)

d’olt la continuité sur tous les 9 (0, a) donc sur %,(0, a). O
Théoreme.

@ f(2) = 2,50 anz" série entiere de rayon R > 0

@ 1. On appelle série dérivée la série Zn>1 nanz" 1
(a) Cette série a le méme rayon de convergence que f
(b) f est dérivable sur | — R, R[ et Vt €] — R, R],

@)= Z apnt™ !

n>1

2. La série > 4n_ "+l a méme rayon de convergence que f et pour t €] — R, R|,

n>0 ntl
Un  pi1 t
E e :/Of(u)du

n>=0

Démonstration. 1. |nanz""'| = |ana™| x |[(£)"7!| x 2 = 0si [2| < a < R. Puis, (a,2™) non bornée
entraine (na,z""!) non bornée. On a donc R(Y_ na,z""!) = R.
On vérifie les hypothéses du théoréeme de dérivation terme a terme :

e VneN, te€]—R,R[— a,t" est 6!

e > a,t™ converge simplement sur | — R, R[

o > (a,z") =3 na,z""' converge normalement donc univormément sur tout segment de | — R, R].
Ainsi, le théoréeme donne bien @

2. Il 'y a égalité des rayons de convergence (vu 1) et pour tout t €] — R, R][, la série > a,2" converge
normalement donc uniformément sur [0, ¢], donc le théoréme d’intégration terme & terme donne

t t
a
d:E n ndziintnﬂ
/of(U)u a/ou ! n+1
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Exemple. On note f(t) = —In(1 — t) de sorte que

t’rLJrl
vt e] —1,1], t) =
LI f0=3
Alors,
tn-‘,—l
—t) = -1 n+1
ot = S0
et (théoréme des séries alternées)
- th+l 1
vt € [0,1[,¥n € N, —t) =) (=1)Ft1 <
0.1],9n Ao = D T < s e

donc le reste CVU vers 0, puis le théoreme de la double limite donne

(_1)n+1 B
F(=) 11 Z n+1 = -2
i<l n>0

Remarque.
Pour f: C — C, on peut définir la dérivabilité au sens complexe par

fla+h) - f(a)
h

f dérivable en ¢ <= lim existe

h—0
h#£0

On note f(z) = > anz™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et a € 9,(0, R). On va
montrer que f est dérivable au sens complexe en a et que

= E nana™ !

n>=0
Pour h # 0 assez petit en module :

fa+h) = @) 5~ @b —a"

h h
n=0
T (O Q)
n=0
nan—l
h—0
h#0

Puis si on pose ¢ : t — (a + th)™, on a (Taylor-Lagrange)

(0(1) ~ ¢(0) ~ ¢ (0)] < o sup | < =2 a4 gy
' [0,1]

donc si b est tel que |a| < b < R, il existe un voisinage V' de 0 tel que Vh € V,|a| + |h| < || et dans ce
cas

J"(GL S nana| < |3 an (W_nanl)

n=0 n>0

Zlanl D h)a] + 1hl)-

n=0

< |h| Zlanl D - —0
n>0 h#£0

CV car b < R, série dérivée 279¢
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1
Exemple. Calcul de I = / In(1 — z) Inzdz.
0

e z+—— In(l — z)Inz est intégrable car continue par prolongement

o Vo €]0,1[, In(1—z)=-3_ -, % donc

JL,nJrl

1
I =— Inzd
/Og)nﬂ nede

'Y f:_': Inz converge simplement sur ]0, 1]

o Lesz —> f:;: In 2 sont continues intégrables sur |0, 1] et
1 n+1 1 n+1 1
/ x Inx dw:—/ * hrdr = ——-——— tgsérie CV

Donc le théoréme d’interversion série-intégrale (version convergence dominée) donne

> [ =Y
I= / Inxdx = - -
n>0"0 n+1 "0 (n+2)2%(n+1)
et
1 —1 -1 1
X(X+1? (X412 X+1 X
2
d’ou finalement I = 2 — )

Théoréme.

@ f(2) = 3,50 anz™ avec le RCV R > 0
(C) 1. fe€¢=(-R.RLC)et
f(0)

Vn € N,
n!

:an

Vte]-R.R[,  ft)=) / (n)'(()) "

n
n=0

3. Si Y anz™=> byz" au voisinage de 0 alors Vn, a,, = b,

Démonstration. Facile. O
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Remarque.

nul, et a € 9,(0,

On peut faire des DSE ailleurs qu’en 0. Soit f(z)
R). On va montrer que pour z € 9,(a, R —

lal),

k=0

et siz € Dola, R
théoréme de Fubini donne alors

F(a) n
=2 ol a)
n=0
On a :
Vz € 9,(0, R), f(z) = Z anz"
n=0
donc |
k) () — n: n—k
Vk >0, f (a)—Zan(n+k)'a .
n>k
On va montrer que la famille
(CL n! n—k (z_a)k>
"(n+ k) k! nSk30
est sommable. Pour n € N,
- n! n—k (Z B a)k _ n
2 |t G | = lanl(lal 1 )

a k(z

_ a)k

(z —a)*
Z Z n + k Z anz = Z Z TL + k
n>0 k=0 n>0 k=0n>k
5 DSE usuels
Remarque.
On note f € 6>°(] — R, R[,C). Pour n € N et x €] — R, R|,

et

a un rayon de convergence > R.
DSE.

k!

f(k) Lk

2

~f00) p [T @)
flo) =) — ="+ | () dt
f R, (x)
Si R, (x) % 0 sur | — R, R[ alors la série
100
k!
converge et on a
F®(0)
fla) =% ot
n=0
On en déduit que si |z| < R,
f(k)(o) Sk koo 0

k!

>

k>0

f®(a)

k!

— n
= Zn>0 a, 2" DSE avec un rayon de convergence non

— |a|), on a |a|] 4+ |z — a| < R donc c’est le terme général d’une série convergente. Le

(z=a)"

La fonction f se prolonge alors naturellement sur %,(0, R) avec son
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Exemple. Pour la fonction exp sur R,

o]

|R,(z)| < max(1,e”) —— 0

(n+1)! n—+00

donc la fonction exp est DSE sur R et admet un prolongement 6€°° sur C donné par ce DSE.

Théoréme.
Expression Terme général du DSE  Rayon de Convergence
2k
exp(z) o +00
22k
p2k+1
sh —
sh() 2k + 1) oo
) (71)I2k+1
sin(x) 7(2]{ Yy +00
_1)kg2k
cos(x) ((2)]€)x' +o0
1
1 z* 1
—x
k
In(1 —x) % 1
(14 x) (2)3)’“ 1si @ € N, 400 sinon

Démonstration. On ne fait la preuve que pour le dernier cas. On pose
fro— (1+2)°

et

g:x»—>z (Z)x’“

k>0

La fonction f vérifie f*)(0) = a(a —1)--- (a — k 4 1), et la régle de D’Alembert montre que dans le cas
a ¢ N, R(g)=1.0nag(0)=1et

g'(x) = Zk@)xk—l =a) <g— i)wk—l

k>1 k21
donc
A+agd@=o (S ) (¢ H)) et +1] = ag@)
k k-1
k=1
C’est un probléme de Cauchy dont f et g sont solutions, donc f = g. O

Exemple. f = arctan.

1
o fl(x)= 22 sur R
e Sur|—1,1],
1 k,.2k
k>0
Donc,
B B (_1)kx2k+1
f(x) = arctanx = kz;[) okl
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Exemple. f:2+~— /14 2. Ona (RCV 1)

1
VITz= <2>xk

et apres calculs, on a I'expression suivante du binéme généralisé :

i :(—1)’“*1' 1 (2k—1
k 22k—1 2k —1 k

6 Meéthodes pour obtenir un DSE

a) Utilisation d’une équation différentielle

A faire: Récupérer cette partie

b) Utilisation d’une primitive

On se donne a € R et on pose

Vo e - 1,1], () = Z sin(ka) 2
On peut observer que S(z) = Jm(H(z)) ou

H(z) = 3 ()2

k>1

H est dérivable sur | — 1, 1] et
eia

HI(LE) _ Z(eiw)kxk—l _ :

— etay
k>1
d’on . +si . :
xsinacosa +sina — zsinacosa sina
Im(H'(z)) = 3 - 2 ¢ sin?
1+ 22 —2xcosa (x —cosa)? +sin‘a

Il y a deux cas :
e a € 7Z. Dans ce cas, S = 0.
e sina # 0 et une primitive de Jm(H'(x)) est

x —cosa
arctan ()
sina
et S(0) = 0 permet d’avoir

S(x) = arctan (W) + arctan (tan (g - a))

sina
Exercice.
Application a

7 Utilisation des DSE

a) Pour la régularité

On pose
Fotes ch(v/1) s%t)()
cos(v/—t)  sinon

On veut savoir si f est €°°. On a

Vr € R, ft) =

donc f est DSE sur R et donc bien €
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b) Utilisation combinatoire

On note a,, le nombre d’involutions de &,,. On convient que ay = 0. On va montrer que G, 4+1 = @y, +nay_1,
puis on va calculer
a
>
n!

n>=0

et montrer
[e2%
— —0

n! n—too
Soit 0 € &,,41 une involution. Il y a deux cas :

e o(n+1)=n+1, on a a, choix possibles

e o(n+1)#n+1. On an choix pour o(n +1) et 0|1 n]\{o(n+1)} €St une involution, donc on a au total
na,—1 choix.

On sait que ‘:L—, donc la série a un RCV > 1. On note
n n
frze]—1,1] Z ks
nz=0

On a alors

Ny, nt1 n
f/(if):ZFx 122 | =l+z+(1+2)f(z)
n>1 n>0

Puis f/(0) = 0 donc f est solution d’un probléme de Cauchy. Par unicité :

flz)=e%e7 —1

et cette fonction est DSE avec un RCV infini, et la convergence en 1 conclut.

8 FEtude au bord

a) Continuité radiale

On note f(z) = Zn>1 an,z™ de rayon de convergence R > 0. On suppose qu'il existe zy tel que
S s
n=0

converge et |zo| = R. On va montrer que

lim f(tz0) = f(20)-

t<1
On note
—+oo
Rq Z akzo —+> 0.
k=q+1
On a

m m
Z aktkzgf = Z tk(Rk_l — Rk)
k=n k=n

_ Rnfltn +Rn(t7L+1 _ tn) N +Rm,1(tm _ tm—l) —I—Rmtm
Soit € > 0. Alors, AN € N,Vn > N, |R,|<e' =% . Porm>n>N+1lettc|0,1],

k §25/+6/(tnftn+1+”'tm717tm)<3€'

On fait m — +o00 de sorte que

n—1 400
F(tzo) = f(z0) =D (ant*z — anzf) + > (ant* 2§ — axtf)
k=0 k=n
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et avec n = N,

=

(apt®2y — ap2b)| +4e'

0

|f(tz0) — f(20)] <

>
Il

— 0
t—1

Donc il existe 6 > 0 tel que Vt €]1 — 8, 1[, | f(tz0) — f(20)] < 5’ = € ce qui conclut.

b) Formule utile

On note
fit— Z ant"

n>0
avec un RCV R > 1.
Pour |t| < 1, si on note S,, =ag+---+ay, ona

(0 | |
JNT n P .
1—¢ n;o Snt (Produit de Cauchy)

Si f(1) converge, alors en notant R,, = Zk>n+1 ar,
(t=1) Y Rt = —Ro+ Y (Ra1 — Ra)t" = —Ro + f(t) — a0 = f(1) = [(1)
n=0 nz1

donc pour t # 1,

010 g

t—1
n>0

Exemple.

Z%:fln(lft) — ZHM’“:M

1—-1t
n>1 k>1
Exemple. On note

frt— > (=D

Inn
n>2

avec le rayon de convergence 1 (facile). Cette fonction est continue en 1 (on peut le voir avec le TSA
uniforme ou la continuité radiale). On va vérifier qu’elle est dérivable en 1. On a

00 k
f@) — (1) . (=1
= R,t" R, =
t—1 Z " ot A Z Ink
n=0 k=n+1
Le TSA donne la convergence de Y R,,, de sorte que la continuité radiale donne l'existence de la limite
du taux d’accroissement en 17, ce qui conclut.

¢) Recherche d’équivalents
Limite en un point non-convergent du bord

Oun se donne f(t) = Zn>0 ant™ avec a, > 0 et le RCV 1, et on suppose que Y a,, diverge. On va montrer
que
fit) —— +o0
t—1—

Soit A > 0. Il existe un rang N tel que
N

zzzak > A+1.
k=0
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Puis, pour ¢ € [0,1],

N N
t) > th——
f6) =) a o >
k=0 k=0
donc il existe § > 0 tel que V¢ €]1 — 4, 1],
N
fy=> th=A

k=0

donc @ .

Sommation de relation de comparaison pour les séries entiéres

On se donne f(t) =3 5 oant"™ et g(t) = >_, 5, bnt" de rayons de convergence 1 et de termes généraux
positifs et équivalents (a,,b, > 0 et a, ~ b,). On suppose que Y b, diverge, et on va montrer que

76) ~ g(t)

Déja, g(t) —— 400 (vu 7). Puis, pour € > 0, il existe N € N tel que pour n > N,
t—1-

(1=&Nbn <an <A+l = (1-€) D bat" < Y ant" <(1+€) Y bot"

n2N n=N n>N
D’ou
N-1 N-1 N-1
(1—g(t) = (1 =) Y btk < f(8) = > ant® < (1)) — (1+) Y byt
k=0 k=0 k=0

En divisant par g(t) et pour un 6 >0, 1 —§ <t < 1,

1726/<i(t)<1+26/

9

don (C).

Exercice.
Meéme exercice mais avec un rayon de convergence infini et ’équivalent en +o00. En déduire un équivalent

en +oo de
—+oo n?
1 "
g (1 + > —
n n!

n=1

9 Résultats théoriques sur les DSE

a) La formule de Cauchy

Soit f DSE avec R(f) = R > 0. On va montrer que pour z € 9,(0, R) et pour r tel que |z| < r < R,

2m it it
f(z) = 1 f(reMre gt

27 Jo  rett —z
On écrit

+oo
f(z)= Z anz"
n=0

donc

i i ; +oo
f(re®)rett f(re®) o z \Fk AT 2™ v
vt € [0,27], : - = f(ré ( ) - i(n—m)
[ T(} ret —z 1- (rez“) f(re )r;) rett ’I‘L;O r ’
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ol la derniére somme est celle d’une famille sommable. Donc la convergence normale sur %;(0,r) donne

2m
dt = Z anr”_mzm/ etnmmit gt = Z 2ranz™ = 2w f(z)
0

n,m>=0 n=0

2 f(reit)reit

0 reit — z

Remarque.
Pour 0 < r < R,

21 ) ) 21 [+oo ) .
/ f(re®ye ™ dt = / Z arrFe® | em M dt = a,r"2n
0 O \k=0

donc

1
a, =
" 2mrn

2m
/ f(reit)efint dt
0

b) Théoréme de Liouville

On suppose f DSE avec un rayon de convergence infini, f bornée. On a

1 27

Vr > 0,Yn € N, an f(reit)efint di

2mrn 0

Pourn > 1,

1 2 , ; 27 supg | f|
< ity ,—int < C
|an| A 2 /0 |f(’l’€ )6 |dt ~ Amrn r—+4oo

Ssupc ||

On a donc f = ag constante.

c¢) Principe des zéros isolés

On note R le rayon de convergence de f DSE en 0, et on suppose R > 0.

Vz € 9,(0, R), f(z)= f mzk

=k
Si f(0) =0 et f # 0 alors on note p = min{k € N, f*)(0) # 0}. Pour z non nul au voisinage de 0,
£®)(0) FPD(0)
pl )

f(z):zp< +-.->7éo

Donc 0 est un zéro isolé. On va montrer que s’il existe une suite (z,) de racines deux a deux distinctes de
f qui converge vers a € 9,(0, R), alors f est nulle.

Par continuité, a est une racine de f. Cette racine n’est pas isolée donc f est nulle sur un voisinage de a
(par le raisonnement qui précede).

On note
& ={2€9,(0,R), f =0 au voisinage de z}

Si zp € &, alors on note rg > 0 le rayon d'un disque ouvert tel que f(%,(z0,70)) = {0}. Pour tout
2 € Do(20,10), il existe r, > 0 tel que D(z,7.) C Do(20,70) et f s’annule sur ce disque, donc D, (29, 79) C 6.
Ainsi, & est un ouvert.

Si (z,,) € 8N converge vers a € 9,(0, R), alors a n’est pas isolée, f s’annule sur un voisinage de a (déja
vu) donc a € €. L’ensemble & est donc un fermé relatif du disque ouvert de convergence.

C’est un ouvert fermé relatif, donc & = 9,(0, R) et f est nulle.
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1 Tribu

a) Définition
Dans tout le chapitre, 2 désigne un ensemble non vide.
Définition.
Un ensemble & de parties de € est une tribu si
e o est stable par passage au complémentaire
e Jgecd
e g est stable par union dénombrable

On dit alors que (€2, «) est un espace probabilisable et les éléments de @ sont appelés événements

b) Propriétés ensemblistes

Proposition.
Soit (€2, o) un espace probabilisable. Si (A4,,) € “N alors

ﬂAnesﬂ

neEN

Démonstration. C’est une union dénombrable de complémentaires O
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Notation (HP).

neN \m>=n neN \m>=n

c¢) Opérations sur les tribus
Soit (4;)ier une famille de tribus. L’ensemble
()
iel
est une tribu (facile).

Remarque.

On définit ainsi la notion de tribu engendrée : la tribu engendrée par & C 2 (Q2) est l'intersection de
toutes les tribus contenant &.

Définition.
Soit (£2, o) un espace probabilisable.
e A B € ¢ sont incompatible si ANB =g
e Pour A € ¢, on appelle événement contraire 1’événement A€
e On dit que (A;);cr € 94! est un systéme complet d’événements si et seulement si (4;)ics
partitionne 2.

2 Espace probabilisé

Définition.
Soit (€2, «d) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur (2, o) une application P : s — [0, 1]
telle que

e P(Y)=1

e P est o-additive, c’est-a-dire que pour toute suite (4;) d’événements deux a deux incompatibles,

P ( U An> =) P(A,)
neN n>0

Si P convient, on dira que (2, 4, P) est un espace probabilisé.

Remarque.

e La suite constante égale & @ donne P(@) = 0.

e Si A et B sont incompatibles, alors P(AU B) = P(A) + P(B)

e P(A9)=P(AUA°)—P(4)=1-P(A)

e ACB = P(B)=P(A)+P(B\A) =>P4)

Exercice (Inégalité d’Edith Kosmanek).

Soit (2, o, P) un espace probabilisé, A, B des événements. Montrer que

[P(ANB) —P(A)P(B)| <

AN

Résolution. (AN B,AN B¢, A°N B, A° N B) est un SCE et un peu de calcul donne
P(ANnB) - P(A)P(B) =P(ANB)P(A°N B°) — P(A°N B)P(AN B®)

2 2
Puis si a,b > 0 sont tels que a +b < 1, on a ab = Vab < (“7“’) < % donc les deux produits sont < %,

ce qui conclut. O

Exercice.
| (9,,P) probabilisé, A, B € #f. Montrer que |P(4) — P(B)| < P(AAB)
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3 Propriétés élémentaires des probabilités
Théoréme (Continuité croissante).

@ (Q, A, P) probabilisé, (A, )nen suite croissante d’événements

©
P ( U An> = lim P(4,).

neN
Démonstration. Par o-additivité, en posant A_; = &, on a

P ( U An> = P4\ A1) = lim 37 P(Ax\ A1) = lim P(4,).

N > =
ne n=0 k O:P(Ak)—P(Ak.,l)

Théoréme (Continuité décroissante).

@ (Q, 4, P) probabilisé, (A,)nen suite décroissante d’événements

P ( N An> = lim P(4,).

neN
Démonstration. C’est la continuité croissante en passant au complémentaire. O
Théoréme (Sous-additivité).
@ (Q, 4, P) espace probabilisé, (A,,) suite d’événements
@ Avec la convention qu’une somme de série divergente a terme général positif vaut +oo,

P ( U An> < +fP(An).

neN

Démonstration. On note

X, = 4

keN
de sorte que (X,,) est une suite croissante d’événements. Pour deux événements A C B, on a
P(AUB)=P(AU(B\A))=P(A)+P(B\A) <P(A)+P(B)
et en itérant, on trouve

VneN,  P(X,) <) P(4)
k=0

donc

+oo
. _ <
lim P(X,) =P < LEJN An> < Z%P(An)

O

Remarque.

Un événement A € o est dit négligeable si P(A) = 0. Si (A,,) est une suite d’événements négligeables,
alors

P(|J 4, < JioP(An) =0
n=0

neN
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a) Formule de Poincaré

Soit (Q, o, P) un espace probabilisé, A, -, A, € «. On va montrer que

P(A1U--UA,) = Y P(Ay)— > PANA,)++(=D"1 Y P(4,n--N4;)
1<ii<n 1<) <ia<n 161 < <in<n

On remarque pour cela
Lia,u-uanye =L —=T1a,004, = Lacnnac = Lae X oo X Tge = (1= 1a,) x - x (1 =14,)

donc en développant,

Ligueuane =1= Y La, = > La, na, -+ D" >0 1a,nena,,
i=1

i1 <i2 11 <<y
Or (on le verra), E(14) = P(A) et E est linéaire, ce qui conclut.

Exemple. On place r boules dans n cases. Calculer la probabilité qu’aucune case ne soit vide. On note
A; Vévénement "La case n° est vide" et B = A{N---N AS. On cherche P(B). On a

n

Puis,

4 Probabilité conditionnelle

Définition.
Soit (2, «,P) un espace probabilisé et B € ¢ tel que P(B) > 0. On appelle probabilité de A € «
sachant B le nombre P(AN B)
n
Pp(A)=P(AB) = —————~
5(4) (A]B) def  P(B)

Proposition.
@ (Q, A, P) un espace probabilisé, Ay, -, A, € 4 tels que P(4;N---NA,) >0

©

Démonstration. La seule difficulté est de montrer que les probabilités utilisées existent. C’est le cas car

P(AN--NA,) = P(A)P(As|A1)P (A3 A, N As) - P(An|A1 N0 A1)

Vi < n, 0<PAIN---NA)<PAIN---NA)
O

Exemple. On se donne un sac dans lequel il y a une boule blanche et une boule noire. A chaque tour,
on tire une boule et on en remet deux de la méme couleur dans le sac. Quelle est la probabilité de tirer n
boules blanches lors des n premiers tirages ?

On note A,, '’événement cherché et :

o P(A)) =3

o P(Ap|Ap 1) = —

n+1
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=P(A;) P(A4Az]41) - P(Ap|A1 N N A1)
=P(41)P(A3]A41) - P(A,|An-1)
1 2 n
=_— X =X---X
2 3 n+1
1
T n+41

Exemple (Monty Hall). Dans le jeu télévisé Let’s make a deal, un candidat doit choisir une porte parmi
trois. Derriére deux d’entre elles, il y a une chévre, et derriére la troisieme il y a une voiture. On note X
la variable aléatoire qui correspond au premier choix. Une fois le choix effectué, le présentateur révele une
chevre parmi les portes non choisies, et le candidat a I’occasion de changer son choix. On note alors Y la
variable aléatoire qui vaut 0 si le candidat ne change pas son choix et 1 s’il le change. Le candidat a-t-il
intérét a changer son choix ?

On suppose que la porte gagnante est la porte numéro 1 et on note A I’événement qui correspond a une
victoire du candidat. On a
e PAX=1Y=1)=1
e P(AX=2Y=1)=0
e P(A4X=3Y=1)=0
e PAX=1Y=0)=0
( )
( )

e P(AIX=2Y=0)=1

e P(AIX=3Y=0=1

Donc

PAY=1)=PAX=1Y=1)+PUAX=2Y =1)P(X =2)+P(4X =3 Y =1)P(X =3) :g

Donc le candidat a intérét a changer son choix.

Définition — Proposition (Trace).
@ (Q, A, P) est un espace probabilisé, A € & un événement tel que P(A) > 0

@ 1. oda = {ANB, Be€ 4} estune tribu de A

2. (A, 4,P4) est un espace probabilisé, avec
PA : QﬁA — [O, 1}
P(B)
B - \72)
— P(A)
Proposition.

@ (Q, 9, P) est un espace probabilisé, A € o un événement tel que P(A) > 0
@ (Q,9,P4) est un espace probabilisé avec

Pa:d — [0,1]
P(ANB)

B'—>7P(A)
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Théoréme — Définition.

@ (Q, A, P) espace probabilisé

@ 1. On dira que (4,) € 4N est un systéme complet d’événements si
e VneN, A,#0

e Les A; sont deux a deux incompatibles

* Uien 4i =92
2. Pour tout A € « on a dans ce cas

P(A)=> P(ANA,) =Y P4 (AP(4,)

neN neN

en convenant que si P(4,,) =0 alors P(4,,)P4,(4) =0

Démonstration. C’est la o-additivité. O

Remarque.
On peut se dispenser de I’hypothése A; # &, et on peut se contenter de P(|JA,) = 1 au lieu de

U A, = Q. On parle alors de systéme pseudo-complet ou presque-complet.
5 Formule de Bayes
Théoréme (Bayes).
@ (Q, o4, P) espace probabilisé
@ 1. Si A, B € 4 sont tels que P(A),P(B) > 0, alors

P(A[B)P(B)

P(Bl4) = =5

2. Si (A,) € 4N est un SCE, B € o est tel que P(B) > 0, alors

P4, (B)P(4i)

Pl =S (P,

6 Germes de probabilités
Proposition (Germe de probabilité).

() Q={n, ieN} o =2(Q) et ()ien € RN telle que Yp; = 1
@ Il existe une unique probabilité P sur (Q, o) telle que Vi € N, P ({z;}) = p;, et elle est donnée

par
VXed, PX)=> p
ieEN
r,€X
Démonstration. Unicité facile, existence facile. O

7 Variables aléatoires discretes

Définition.
Soit (2,9, P) un espace probabilisé et E un ensemble. On appelle variable aléatoire discréte a
valeurs dans F une application X : Q2 — E telle que

e X () est fini ou dénombrable
eVzeE, X '({z})ed
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Exemple. A € o, 14 est une v.a.d
Remarque.

Si E est dénombrable, alors E s’écri t {x,, n € N} avec les x,, deux & deux distincts. Si X : Q — F
est une v.a.d alors

o A, = X"1({z,}). Les (A,), forment un SCE (ou un quasi-SCE)
o p, = P(A,) définit un germe de probabilité
e Une probabilité sur (F,% (F)) est donnée par

VBCE, Y pn

n>=0
rn€B
et on a
XeBl=J X '({za}) €
n>0
rn€B
donc

P(X €B)= > P(4,)=P.(B)

n=0
r, €B

On a ainsi une probabilité sur (E, % (F)) a partir de (9, &/, P) sans connaitre Q. On a seulement besoin
de connaitre les p,, (la loi de X)

Théoréeme.

@ E ={x,, n €N}, lesz, deux a deux distincts, (p,)nen € (RN, Sp, =1

Il existe €, une tribu & de 2, P une probabilité telle que (2, o, P) est un espace probabilisé et
X : Q — E est une v.a.d satisfaisant P(X = z,) = p,

Démonstration. Admis(e) mais facile (2 = E, o = % (F)) O

8 Indépendance

a) Indépendance d’événements
Définition.

(Q, 4, P) un espace probabilisé. Deux événements A, B € & sont dits indépendants si et seulement
si P(ANB) =P(A)P(B). Si P(B) # 0, c’est équivalent a P(A|B) = P(A)

b) Indépendance de variables aléatoires

Définition.
Soit (€2, ¢, P) un espace probabilisé.
e Si Xi,---,X, sont des vaa.d sur Q, E; = X;(Q2), on dira que Xy,---,X, sont mutuellement

indépendantes si

V(A1 -, Ap) € P(Er) % -xP(Ey), P(X;1€4, -, X,€A,)=P(X1€4)  -P(X, €A,

ou de maniere équivalente
\V/(l'l,"' ,an) € E1 X e X En, P(Xl =Ty, 7Xn :mn) :P(X1 :Jfl)P(Xn :Jﬁn)

e Si XY sont des v.a.d indépendantes, on note X I Y
Remarque.

En général, I'indépendance mutuelle implique I'indépendance des variables deux a deux, mais la réci-
proque est fausse.
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c¢) Coalitions

On note (€2, %, P) un espace probabilisé, X,Y, Z : Q — N mutuellement indépendantes. On note U =
X +Y.U(Q) est fini ou dénombrable. Pour n € N,

U=n=JX=kY=n—kecd
k=0
donc U est une variable aléatoire discrete. A-t-on U 1L Z7 On a

n

U=n2Z=ml=|J[X=kY=n—kZ=m]

donc

donc U I Z

Lemme (Coalitions).

@ X1, -+, X, des v.a.d mutuellement indépendantes & valeurs dans R, d € [1,n], f : RY —
E, g:R" 4 F

(©) (X1 Xa) L g(Xarr,-- . X)
Démonstration. X = f(X1, -, Xq),Y = g(Xgy1,---,X,) sont des v.a.d car pour z € X(),

Xﬁl({x}): U [X1:1'17"'3Xn:xn]€31
(w1, zn)Ef 1 ({})

car f~1({z}) C By x --- x E4. Soient z € X(),y € Y(9).

[X:x7Y:y]: U [Xl:xlf"aXd:xd7Yd+17"'7Xn:yn}
(z1,,xq)EE1 XX Eyq
(Ya+1, syn)EEG+1 X X By
f(xr,xn)=x
9(Ya+1,Yn)=yY

donc

P(X=2Y=y)= Y PXi=)P(Xo=12) P(Xg=2a)P(Xay1=yar1) - P(Xn =yn)

(z1,,wa)EE1X X Eq
(Yas1, " yn)EEqr1 X xEy,
f(z1,zn)=2
9(Yd+1,Yn)=y

= Z Z P(Xl :ml)"'P(Xn:yn)

(1, ,2a)EE1 X XEq  (Yd+1,Yn)EEBat1 XX Ep
[z, zn)=2 9(Ya+1,Yn)=yY

— P(X = 2)P(Y =)
ce qui conclut. O

Remarque.

Le fait que les X; soient a valeur dans R est sans importance. Par ailleurs, on peut généraliser le résultat
en

fl(Xla e 7Xd1), e afp(Xdp_1+1a T 7Xn)
mutuellement indépendantes.
Définition.
Soit (€2, o, P) un espace probabilisé et (X, )nen une suite de variables aléatoires discretes. On dira

que la famille (X,,)nen est est mutuellement indépendante si pour toute partie finie I C N, les (X;)cr
sont mutuellement indépendantes
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Théoréme.

@ (En)nen une suite d’ensembles dénombrables, (P, ),en une suite de probabilités sur (E,,, 2 (Ey,)).

@ Il existe un espace probabilisé (€2, o, P) et une suite (X,,) de variables aléatoires discrétes avec
X, : Q — E, telles que

e VneN,VzeE, PX,=1)=P,{z})

e (X, )nen sont mutuellement indépendantes.

Démonstration. Admise. O

9 Exemples de lois
Définition.
Soit p €]0,1[ et (2, o, P) probabilisé. On dira que X : @ — N* suit une loi géométrique de parametre
p si
e X est une v.a.r.d
e P(X=n)=¢" poig=p—1.
On écrira X — G(p)
Remarque.
| (¢"'p), est un germe de probabilité donc il existe des v.a.d qui suivent cette loi.

Théoréme.
@ (Q, A, P) espace probabilisé, X — G(p)

@ 1. Pour n,k € N, P(X >n+k|X >n)=P(X > k). On dit que X est sans mémoire

2. Si X est une v.a.r.d a valeurs dans N* et si Vn,k € N, P(X >n+EklX >n)=P(X > k)
alors X — G(P(X =1))

Démonstration.
1.
k- "o
P(X>n)=Y P(X=n+k =) ¢"* =1 =q"#0
k>1 k>1 q

et
PX>n+kX>n) g¢tF
P(X > kX > k)= = =q¢"=P(X >k
(> n e bx > by = PR = =P >H)

2. On pose F(n) = P(X > n). L’hypothese donne Vn,k € N, F(n+ k) = F(n)F (k). Avec ¢ = F(1), on
aV¥n € N* F(n)=q¢" et F(0)=P(X >0)=1=¢" Ainsi,

VneN, P(X=n)=Fn-1)—-F(n)=¢"11-¢q)

et p = 1 — q. La suite des [X > n] est décroissante donc par continuité,
€

P(@)zOzP(ﬂ[X>n]> = lim ¢" = p,q€]0,1]

n—-+o0o
neN
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Remarque.

On prend (X,), une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes de loi % (p) sur (Q, o, P)
espace probabilisé. Pour w € ), on pose (avec la convention min @ = +00)

T(w) = min{n € N*, X, (w) =1}

o T(2) = N* U {+00} est dénombrable

e On a

et

[T:+oo]:<U [T:n})eg«.

neN*

Ainsi, T est une v.a.d. Pour n € N,

et

Par abus, on dit que T'— G(p) méme si T est a valeurs dans N* U {400}

Exercice.
Avec les mémes notations, on note

T, =min{i € N*, (X3 +-- +X,)(w) =n}

Trouver la loi de T3,

Résolution. C’est bien une v.a.d et

| ) — 1 n_ j—n
P(T, = j) = Z PXi=¢c1) -PX;_1=¢,1)P(X; =1) = (il>(1_p) ¢
e (=g (1-a)
et puis
. =1\ i .on -G -n+l) ;0
1P, = +o0) =P [T =) _Z<J_1>qa =3 )( _(]1)' ) i 1p
j>n jon \ izn e
Or en posant f:z €] — 1,1[— 11,
_ . . j—n n—1)!
FO ) => (G- (G —nt+ g "= %
2 (1-4q)
jzn
d’ou "
o
P(T, = +o0) =1— 0
( ) (L—q)
O]
Définition.

| Soit (2, %4, P) un espace probabilisé. On dira que X : Q@ — N suit une loi de Poisson de parameétre

A>0sipourn €N, P(X =n)= e‘A%. On écrira X — P(A)
Remarque.
)\TL
‘ Il existe bien des v.a.r.d qui suivent cette loi car (e/\'> est un germe de probabilité.
n!
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Remarque.
On va montrer que si X7 < P (A1), X — P(\y) avec X; L Xs, alors X7 + Xo — P(A; + A2). On
note X = X; + X5. On a
° X(Q) CN
o [X=n]=JXi=kXy=n—Fk
k=0

P(X:n):iP(Xl =k Xo=n—k)

k=0
n

n—k
— Z e~ M L’fe—h /\27
k! (n—k)!
k=0

“A1—Xy " n B
e

|
(]

Donc X — P(A1 + o)
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1 Espérance

Définition.
On note (2, o, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle discréte. On dira que X est
d’espérance fini si (zP(X = z)),cx (o) est sommable. Dans ce cas, on appelle espérance la quantité

EXX)= Y 2P(X=u)
zEX(Q)

Remarque (Rappel).
Si X(Q) ={z,, mn €N} les z, deux a deux distincts, alors

Z |20 |P(X = 2,) CV <= (2,P(X = 2,)), cn sommable
neN

Exemple.

e X — G(p) est d’espérance finie car (ng" !p),, est sommable, et

_ 1
E(X)=> n¢" 'p=-
n>=0 p
e X 5 P(\) pour A >0,0onanP(X =n)=e 22" ot E(X) =\
o X =1, pour A€o, E(X)=P(X =1) =P(A)
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2 Formule de transfert

Théoréme.

1. f(X) est une v.a.r.d

2. f(X) est d’espérance finie si et seulement si (f(2)P(X = 2))zcx (o) et dans ce cas,

= Y f@ = 1)

zeX ()

@ (Q, «,P) un espace probabilisé, X une v.a.rdet f: X(2) - R

Démonstration.
1. Lemme des coalitions
2. Pour y € f(X(Q2)), on note I, = f~*({y}). On a

et cette union est disjointe donc
P(f(X)=y) =) P(X=
z€l,
La famille (I)ye r(x(q)) forme une partition de X (€2). Puis

S P(X =2)f(x) =y Y P(f( = yP(f(X) =1y).

zely, zel,

Si la famille (f(z)P(X = x))zex(q) est sommable, alors pour tout y € f(X(Q)), (f(2)P(X = x))zer,
est sommable et (I,) est une partition donc la famille

Y P(X =1)f(x)

o€ty yef(X(Q)

est sommable et

Y. f@PX=2)= Y > f@PX=x)= Y yP(f(X)=y) =E(fX)

zeX(Q) yef(X(Q)) z€ly yef(X(Q)

Si f(X) est d’espérance finie, alors (|y|P(f(X) = y))yer(x(n)) est sommable et

YP(FX)=y) =D If(@)|P(X =)

z€ly

done (|f(z)|P(X = x))zex (o) est sommable.
O

Exemple. X — G(p), Y = X?2. La variable Y est-elle d’espérance finie? La famille (n2¢" !p),, est
sommable donc Y a une espérance finie et

Znan - p

2
n>=1 p

On peut faire de méme avec Y = exp(—X), ou encore si X < P(\), Y =cos X
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3 Conséquences du théoreme de transfert
Proposition.
@ (Q, 9, P) un espace probabilisé, X,V deux v.a.r.d, Y d’espérance finie
@ Si |X| <Y, alors X est d’espérance finie et E(|X|) < E(Y)

Démonstration. On note Z = (X,Y) qui est une v.a.d et f : R? = R, (2,y) — x de sorte que X = f(Z2).
Alors

X d’espérance finie <= (f(z,y)P(X =2,Y = y))(@y)ex(@)xy (@) sommable
— (@P(X =2,Y = ¥))(a.)ex(@)xy () sommable

On a

ce qui donne

zeX ()

donc (yP(X = x,Y = y))zex(q) est sommable. Y est d’espérance finie donc

WP =9))yev@) = | D>, yP(X =12Y =y)
z€X(Q) yeY (Q)

est sommable, donc (yP(X = z,Y = ¥))m.y)ex @) xy(Q) est sommable et (x) conclut sur la sommabilité.
Puis

E(X)=E(f(2))= Y [PX=2Y=y)
z€X(Q)
yeY ()

< > yP(X =2,V =y)
zeX(Q)
YyEY ()

< > Y yP(X=2Y =y) =E(Y)

yeY () zeX(Q2)

Théoréeme.
@ (Q, 4, P) espace probabilisé, A € R est X, Y des v.a.r.d. d’espérance finie.
@ 1. X 4+Y et AX sont des v.a.r.d d’espérance finie et E(X +Y) = E(X)+ E(Y) et E(AX) =
AE(X)
2.X>0 = EX)>0
3. X2Y = E(X)>E(Y})
4. Si X et Y sont indépendantes, E(XY) = E(X)E(Y)

Démonstration.
1. L’homogénéité est évidente. On montre 'additivité. On pose Z = (X,Y) et f: (z,y) —> z +y de
sorte que T' = f(Z) est une v.a.r.d par le lemme des coalitions. T est d’espérance finie si et seulement
si ((z+y)P(X =2,Y =y)),,y est sommable.
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La famille (|z|P(X = z,Y = y)), est sommable car

et
Z |z|P(X =2,V =y) = |[2|P(X = 2)
yeEY ()

sommable pour z donc (|z|P(X = ,Y = y)).,, est sommable, idem pour (Jy|P(X =2,Y =y))ay
donc X + Y est d’espérance finie. Finalement,

E(T) =) <ZxP(X =Y = y)> +y (Z yP(X =2,V = y)> =E(X)+E(Y)

2. On applique la définition
3. On utilise 2 et 1.

4. XY d’espérance finie si et seulement si (zyP(X = z,Y = y)),, est sommable soit encore si la famille
(2P(X = 2)yP(Y = y)),,, est sommable. Le théoreme de Fubini discret donne la sommabilité et

> ayP(X = 2)P(Y =y) = E(X)E(Y)

O

Exemple. On note (E, (| )) un espace euclidien, vy, - - - , v, des vecteurs unitaires. On veut montrer qu’il
existe €1, -+ ,&, € {—1,1} tels que

lervr + -+ epuvnl| < VR

On se donne Xi,---,X,, L qui suivent une loi de Rademacher, c’est-a-dire P(X; = —1) = P(X; =
1) = 1. On note
N = | X1v1 + -+ Xpvn|?

On a .
E(N) =) EX))|ul’+> EX:X;) (vilv;)=n
i=1 he i v
=1 =E(X,;)E(X;)=0

Donc P(N < n) # 0 ce qui conclut.

4 Variance
Théoréme — Définition.
@ (Q, 4, P) un espace probabilisé, X une v.a.r.d

@ 1. Si X2 est d’espérance finie, alors X est d’espérance finie et F(X)? < E(X?).
2. Dans ce cas, on appelle variance la quantité V(X) = E((X — E(X))?) et écart-type la
quantité o(X) = 1/V(X)
3. V(X) =E(X?) — E(X)? (Kénig-Huygens)
4. V(aX +b) = a®>V(X)

Démonstration.
L X] < X5 ot B((X +1)2) = E(X2) + 2(B(X) + 12 > 0 done A < 0 e (C)

3. B(X — E(X))?) = E(X? - 2XE(X) + E(X)?) = E(X?) — 2E(X)E(X) + E(X)? = E(X?) - B(X)?
O
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Remarque.
On note X une vard de variance non nulle. La variable centrée réduite

v - X —-E(X)
o(X)
est telle que E(Y) =0et V(Y) =1
Remarque.
| Sila quantité E(X™) existe, on 'appelle moment d’ordre n de X

Exercice.
| Pour X — G(p), montrer E(X) = % et V(X) = Jk. Pour X < 2 (A), montrer E(X) = A, V(X)=A

Théoréme — Définition.
@ (Q, o, P) un espace probabilisé, X, Y des vard avec variance.
@ 1. XY sont d’espérances finies et
E(XY)? < E(X?)E(Y?)
2. Dans ce cas, on appelle covariance de X et Y la quantité
Cov(X,Y)=E(X —E(X))(Y —E(Y)))

et on a
COV(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

3. Lorsqu'il existe (o(X)o(Y) # 0), on appelle coefficient de corrélation le réel

Cov(X,Y)

P =S Xev)

€[-1,1]

Démonstration.
1. |XY| < w d’ou I'existence de I'espérance puis la négativité du discriminant dans E((X +tY)?) >
0 conclut, sauf si E(Y?) = 0, auquel cas E((X + tY)?) est une constante, ce qui donne E(XY) = 0.
2. C’est la linéarité de I’espérance.

3. | Cov(X, Y)[2 < B((X — E(X)2)E((Y — B(Y))?) = 0*(X)o2(Y)

Remarque.
On note (X;)1<ign une suite de vaa.r.dde (Q,4,P), S, =X;+---+ X,.Ona

o E(52) = Zn: E(X7)+2) E(X;X;)

i<j

e E(S,)° =) E(X;))*+2) E(X)E(X;)
i=1 i<j
o V(Sn) =E(S2) - E(Sn)* =Y V(X)) +2)_ Cov(X;, X;)
i=1 i<j
Si les X; sont deux & deux indépendants, alors V(S,) = V(X;) +--- + V(X,,)

Exemple. On munit &,, de la probabilité uniforme. On note S, (o) le nombre de points fixes de o.
Donner I'espérance et la variance de S,,.

Résolution. On introduit X; : 0 — 6; ,(;) de sorte que S, (0) = X1 4 --- 4+ X,,. Dans ce cas, on a
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donc E(X;) = 1 (Bernoulli) et E(S,) = 1. Puis,

n

V(S,) = B(S2)-B(S,)? = S V(X)+2 ¥ Cov(Xi, X;) = n (1 - 1) pnn=1) (n( ! ! ) —1

, o n n? 2 n—1) n?
=1 1<jJ

O
Définition.
Soient X,Y des v.a.d sur (2,4,P) et Z = (X,Y).
e On appelle loi de Z la donnée de (P(X = 2,Y = y)),ecx(q) appelée loi conjointe de X et Y.
yeY ()
e On appelle loi marginale de Z la loi de X et la loi de Y. Elles s’expriment a partir de la loi
conjointe :
PX=z)= Y PX=zY=y) PY=y)= Y PX=2Y=y)
yeY () zeX(Q)
Remarque.
Si (Gg,y)(z,y)erxs est une famille sommable de [0, 1], alors il existe une v.a.r.d Z a valeurs dans I x J

telle que V(z,y) € I x J, P(Z = (z,y)) = as,y si et seulement si la somme de la famille vaut 1
5 Inégalités classiques

Théoréme (Markov, Tchebychev).

@ (Q, A, P) espace probabilisé, X une v.a.r.d

@ 1. Soit a > 0. Si X est d’espérance finie alors

E(1X])

P(|X|>a) < (Markov)
a

2. Soit a > 0. Si X possede une variance alors

V(X
P(|X —E(X)| >a) < ((12 ) (Tchebychev)
Démonstration.
L. al|x|>q < |X] et croissance de I'espérance
2. P(|X —E(X)| > a) =P((X — E(X))? > a?) puis Markov.
O
Exemple. On note (X;);>1 une suite de vaa.rd L — %(%) On note S, = Xy + -+ X,, le nombre
de succes en n lancés. P(S, > 2n)?
3 5 2
e Markov : P(S,, > Zn) < % =3
3 n n 4
o Tehebychey : P(S, > 2) = P(S, ~ B(S,) > 1) < P(S, ~B(S,)| > 7 < -
n
Exemple. On note X < G(1). On va majorer P(X > n).
E(X 4
e Markov : P(X > n) < ( )_7
n
V(X 12
e Tchebychev P(X > n) < (X) =

Chapitre XIV : ESPERANCE — VARIANCE




6 — VARIABLES ALEATOIRES A VALEURS ENTIERES Page 170 / 237

6 Variables aléatoires a valeurs entieres
Définition — Proposition.
@ (Q, «,P) espace probabilisé, X : Q@ — N une v.a.d

@ 1. Pour tout t € [—1,1], ¥ est d’espérance finie
2. Pour tout t € [—1, 1], on note

“+oo
Gx(t) =B(t*) =) P(X =n)t"
n=0
On appelle cette fonction la fonction génératrice de X.

(a) La série a un rayon de convergence R > 1

(b) Iy a convergence normale sur %£(0,1)

Démonstration. Pour t € [—1,1], |tX| < 1 or 1 a une espérance finie, puis la formule de transfert justifie
'expression de E(t%X). La série converge pour ¢t = 1 donc il y a bien CVN et R > 1 O

Théoréme.
@ X : Q — N une v.a.d

@ 1. X est d’espérance finie si et seulement si >, P(X > n) converge et dans ce cas

E(X)=> P(X >n)
n>1
2. Il y a équivalence entre
(a) X a une espérance finie
(b) Gx est dérivable & gauche en 1
Dans ce cas, E(X) = G (17)

Démonstration.

1. X est d’espérance finie si et seulement si (kP(X = k))ren+ est sommable. On note

ik = P(X = k)1 xp(4)

La famille (a; )ien+ est sommable et
+oo
> ain=kP(X =k)
i=1

et c’est le terme général d’une famille sommable, donc Fubini discret conclut.

2. (a = b) X d’espérance finie. Pour ¢ € [0, 1],

Gx(t)—Gx(1) _
t—1

—+o00 tnfl “+o0
P(X = =y PX=n)1+t+---+t"!
D PX=m—y =3 PE=m(lti+ 4

et le terme général de cette série est inférieur en valeur absolu & nP(X = n) qui est le terme général
d’une série convergente. Il y a donc convergence normale et le théoréme de la double limite donne

Gx()-Gx() R
Jim. % =Y P(X =n)n=E(X)

Chapitre XIV : ESPERANCE — VARIANCE



6 — VARIABLES ALEATOIRES A VALEURS ENTIERES Page 171 / 237

(b = a) Gx dérivable a gauche en 1. Pour N € N* fixé,

N N
%fx(l) > TLZ:%P(X =n)(I 44" = Gx(1) 2 ;nP(X =n)

Les sommes partielles sont majorées, donc X est d’espérance finie.

O
Exemple.
Loi de X Gx R(Gx) E(X)
% (p) q+pt +00 p
% (n,p) (q+pt)" +00 np
P(N) exp(A(t—1)) +oo A
pt 1 1
4(p - -
®) I—qt q p
1t —1 n—1
1 st
won=1D) - T3 oo 2
Remarque.
Si X4q,---, X, sont des vard indépendantes & valeurs dans N,
GX1+--~+Xn(t) =E (tX1+m+X"’) j GXl(t) X oo X GXn(t)
Théoréme.

@ (Q, o, P) espace probabilisé, X : @ — N une vad.

@ Il y a équivalence entre
1. X a une variance
2. Gx est deux fois dérivable & gauche en 1.
Dans ce cas, G%(17) = E(X(X — 1))

Démonstration. (1 = 2) @ X a une variance donc X a une espérance et

+oo
Gx(1)=> nP(X =n)

donc Ce(t) — (1) .
x(t) —Gxd) -
t—1 _ZnP(X_n) t—1

n>=2

qui converge normalement (X2 a une espérance finie car X a une variance), le théoréme de la double
limite conclut.

(2 = 1) On a cette fois ci

/ / N
M2Zk(k:—l)P(X:k:)(1+t+-~-+t”_1)

t—1
k=0
donc avec t — 17,
N
G%(1) =) nn—1)P(X =n) >0
n=0
d’ou la convergence de la série et @ . O
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7 Somme aléatoire de v.a.r.d

On note (X, )nen+ une suite de vard sur (2, ¢, P), mutuellement indépendantes a valeurs dans N. On
note NV : Q — N* une vard indépendante des X; et

S = X4+ Xy
def

On suppose que les X; ont méme loi. On a

[S=n]= U [N =Fk X; 4+ X =n
keN~*

donc
Gs(t)=> Y P(N=kP(X1+-+ X =n)t"=> PN =k)Gx(t)* =GyoGx(t)
n>0k>1 k=1
8 Résultats asymptotiques
Proposition.
@ (Q, 4, P) est un espace probabilisé, X,, < %B(n,p,) avec np, = A >0
@ Pour tout k € N,

A"
P(Xn = l) oo € ﬁ
Démonstration. Pas dur. O
Théoréme.
@ (Q,4,P), X1, -+, X, des vard I de méme loi avec variance (iid!), S, = X1 +--- + X, et
m = E(Xl)
Sn V(X
Ve > 0, P(‘—m}s)é (21)—>0
n ne n—-4o0o
Démonstration. Tchebychev O
9 Exemples

a) Loi du minimum
On cherche la loi de Y = min(Xy,--- , X,,) si X1, ,X,, = G(p) sont L. On a
P(Y > k) =P(X; > k)P = ¢"™

et
VE>1, PY =k =P Y >k—-1)—PY >k)=¢" " —g¢"=¢* b1 ¢

donc Y < G(1 — ¢")

1. indépendantes et identiquement distribuées
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b) Décomposabilité de la loi uniforme

On note Z une vard sur (2, 4, P) a valeurs dans N. On dit que Z est décomposable s’il existe X 1L Y
presque stirement non constantes telles que Z ~ X +Y (méme loi). On va montrer que Z < U([0,n — 1])
est indécomposable si et seulement si n est premier.

e Sin =wuv avec u,v > 2, alors

1t —1 1) —1 1 -1
Gz(t) = — = - .= .
Z() uv t—1 v tv—1 ut—1

1tv—1 o o - 1) -1
r— est la fonction génératrice d’une vard qui suit une loi uniforme sur [0, v — 1]. Puis T
ut— v —

est la fonction génératrice d’une vard qui suit une loi uniforme sur u - [0, v — 1] Il existe donc X LY

presque siirement non constantes qui suivent des lois uniformes et telles que Z ~ X +Y

e On suppose que n = p est premier et que Z est décomposable en X + Y, avec X 1 Y non constantes
presque siirement. On a alors

Gz(t) = Gx(t)Gy(t) = %(1 Ft P

Si G'x n’est pas polynomial, alors il y a une infinité de k tels que P(X = k)t* # 0, et si P(Y = i)t # 0,
le coef de t**% dans Gz est non nul (produit de Cauchy avec des coefs positifs) donc Gz n’est pas
polyndémial, ce qui est absurde. Donc Gx et Gy sont des polynoémes.

On suppose qu’il existe P, Q) unitaires & coefficients positifs (les coefficients d’une série génératrice
sont positifs) tels que P(t)Q(t) = 1+ --- 4+ tP~1. Le polynome PQ divise TP — 1 donc ses racines sont
unitaires et

P(T) = (T —ay)--- (T — a,) = P(T) = (T—l)---(T—l) =(_1)TTTP<;)

a1 Qr ay - Qp

—-1)" 1

et vu les relations coefficients-racines, e =1donc P(T) =T"P T) et P est un polyndme
al ... a/r

réciproque. Par le méme raisonnement, ) aussi. On note r = deg P et s = deg . On suppose 1 < s et

on a
PHQM) = (t"+ap at"™ P b ) A Beat ) =14 P
donc (coef de t")
> aifi =By tar1fi+e+agf, =1
~— —— ~—~—

itj=r =1 >0 >0
donc o181 = =apB, =0c¢€t 5. =0
On va montrer que (3, ne peut pas étre nul. On note w = exp(%) et les racines de @) s’écrivent
w', - w'. Le coefficient de t" dans Q) vaut
CONED DN | AR G R I RE R
JC[L,s] GEJ
#J=s—1

avec les a; non tous nuls. On note
P(X)=ap+ a1 X +---+a, 1 XP € Z[X]

Le polynome 1+ X + -+ XP~! est irréductible dans Z[X] (traité dans le chapitre de complément sur
les polynoémes), unitaire et annulateur de w donc ¢’est son polynéme minimal. P est donc proportionnel
a ce polynome (car on a supposé 8, =0) et g = --- = ap—1 € N*. Puis 15(1) = p dom P correspond
aussi au nombre de termes dans la somme :

pdomﬁz( y )
s—r

ce qui est absurde car s < p donne
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Chapitre XV

Espaces préhilbertiens réels
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1 Rappels

Dans tout le chapitre on ne considérera que des R-espaces vectoriels, sauf mention contraire.
Définition.
On appelle produit scalaire sur E une forme bilinéaire symétrique définie positive. Un R-espace
vectoriel E muni d’'un produit scalaire ( | ) se note (E,( | )). Si E est de dimension finie, on dit qu’il
est euclidien. Sinon, il est dit préhilbertien. On dit que x et y sont orthogonaux si (z | y) =0
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Définition — Proposition.

@ (E,(])) un espace préhilbertien réel

@ 1. Pour z € E, Vapplication & — /(x| ) est une norme. On I'appelle norme associée a
(1)
2. Vo, y € B, lz+yl? =l?+2(z [y) +lyll?

1 1
3. Veye B, (wly) =5 (le+yl” =l = ly1*) = (= +vl* = ll= = yI*)
4. Vr,ye B, |z+yl*>+ ||z —yl* = 2(|=]|* + ||ly||*) (identité du parallélogramme)

Démonstration. On verra une preuve du premier point plus tard. Le reste est facile. O]
Définition.
Si AC Eou (E,( | )) est préhilbertien et A # &, on définit

1. At ={z€FE|Vac A {x]|a)=0}

2. A1l B < Vac AVbe B,{a|b)=0
Remarque.
Va € A,pq:x— (a|x) € E* et

At = ﬂ Ker ¢,

a€A
2 Produits scalaires usuels
a) Produits scalaires sur R"
On prend z = (z1,- -+ ,2zp) et y = (Y1, ,Yn). Le produit scalaire canonique est définit par

(x]y) =3z,
=1

b) Produit scalaire a poids sur R[X]

On se donne une fonction poids f € 6(I,Ry) \ {0} telle que Vn € N,t — " f(t) est intégrable sur
Iintervalle I. Dans ce cas on peut définir

(P|Q)= / FOPHQ) dt

¢) Produit scalaire dans £?(I,R)

2+ g
2

On aVf,ge £2(I,R), |fg] < donc fg est intégrable sur I et on peut poser

<f|g>:/lfg

Remarque.
On peut définir un produit scalaire a poids w € 6 (I, R} ) sur 'ensemble

if,w ={fe€,R)]| wf? intégrable }
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3 Projections orthogonales
Théoréme — Définition.

@ (E,{ | )) préhilbertien réel, F' un sev de FE de dimension finie et (eq,--- ,e,) une base ortho-
normée de F

@ 1. FL est un sev de E
2. E=FoFrt

3. On appelle projection orthogonale sur F' I’application linéaire définie par
Ve e E, wp(z)=(er|z)er+-- +(en|z)en

4. (FH)1 si E est euclidien

Démonstration.
1. C’est la linéarité du produit scalaire
2. Onsedonne x € E, et onpose y = (x |e;)e; +---+ (x| ey)eq. Ona

n

vie[ln], (z—yle)=(xle) =D (ylej){eile;)=0

i=j
donc x—y € F+ et x = y+ (z—y) d’ott la somme directe. Puis la somme est directe car FNF+ = {0}

4. F C (F1)* et méme dimension finie.

O

Définition — Proposition.

@ (E,( | )) préhilbertien, p € £(FE) projecteur
@ 1. On dira que p est un projecteur orthogonal si Kerp L Imp
2. Il y a équivalence entre
(a) p est un projecteur orthogonal
(b) p est autoadjoint : Vz,y € B, (p(z)|y) = (z|p(y))
Démonstration.
(¢ = b)x,yekE
(p(@) [y) = (p(@) |y —ply) + () = (p(x) [ p(y)) = (p(y) | p(z)) = (= | p(y))
(b = a) x € Kerp,y € Imp,
(zly)=(zlply)) = (p(x)|y)=0

O

Exercice.

| Montrer que dans E préhilbertien, un projecteur p tel que Vo € E, ||p(z)| < ||z|| est orthogonal

Résolution. Soit x € Kerp,y € Imp,t € R.

Ip()I1* = llp(y + t2)|* < lly + tzll <= IpW)II* = llyll* < lyll* + 2t (y [ ) + [J2]*?
donc
0<2t(y|x)+ |
dou(z|y)=0(A<0) O
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4 Distance d’un point a un sous-espace
Théoréme — Définition.
@ (E,( | )) préhilbertien réel et F sev de F

@ 1. Soit a € E. On pose
d(a,F) = inf ||z — af|
zeF

2. En dimension finie, d(a, F) = |la — wp(a)|| = |[|7pL(a)]]

Démonstration. 2. |la —x||?> = |la — 7p(2)||? + ||7F — 2| = ||a — 7p(a)|? O

Exemple. Déterminons
1

d= inf (Inz — ax — b)*da
a,beR Jq

On se place sur E = 21(]0,1], R) avec le produit scalaire usuel. On note F' = R;[X] de dimension finie,
et on a
d=d(In, F)?

On cherche a,b € R tels que In(x) —ax —b L F. C’est équivalent a

{(hlx—ax—bl}

(nz —ax—b|z)=

0 1 1
0 — / (lnx—ax—b)dxz/ rInz —az? —brdr =0
0 0

1
soit encore a = 3 et b = —g. On en déduit d = 1

a) Méthode de Gauss.

On note (E,( | )) euclidien, z = (21, - ,x,) une famille de p vecteurs. On appelle matrice de Gram
la matrice
(z o) - (22| ap)
G(z) = : :
(zp o) - (@p|ap)
On note
31
T=|--]e, 1 (R)
tp

de sorte que

(zy @) o (@ |ap)\ /4,
TTG(x)T: (tr, - JP)
(zp o) - (@n|zp) by
= [[trz1 + - - 4 tpp

Si x est libre, alors

G@)T =0 = T'G@)T =0 = |tix1+ - +tpz,|? =0 = T =0
donc G(z) € GL,,(R). On suppose G(x) inversible.

e+ +tr, =0 = Gx)I'=0=0 = T=0

donc z est libre. On a donc rg(G(x)) = p <= rg(xz) = p. Supposons que rg(z) = m et quitte & permutter,
on suppose (21, ,Zy) libre.
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Pour k > m + 1, on écrit
m
T = E QT
j=1

Avec des transvections (qui ne modifient pas le rang) on se rameéne, en partant de G(z), &

(z1]21) - {x1|am) O -+ 0
(zp o) - (xplam) 0 - 0
qui est de rang m (on peut en extraire G(z1, - , ;) donc rg(G(x)) > m et Pautre inégalité est évidente).

On a donc toujours rg(G(x)) = rg(x).

Lien entre les déterminants de Gram et les distances. On note F' un sev de E de base (z1,--- ,xp).
On note u € E et mp(u) = Mix1 + -+ + A\pZp.

(zofz) - (z|zp) (a1 ]w)
det(Gz,u)) = | 1 :
(zp @) - (xp|ap) (ap|u)
(ufar) - (ufap)  (ulu)
On fait Cpy1 <= Cpp1 — ACy — -+ — A\pC)p et idem sur les lignes, on obtient

(@1 ]1) (@1 | 2p) (@1 [u—mp(u))

| . | ’ = |lu — 7p(w)||? det(G(z
<$p|x1> <33,,|J;p> <37p|u—71'p(u)> | ru)l (G(x))
(u—mp(u) |z1) - (u—7mp(u)|zp) (u—mp(u)|u—mp(u))

donc
det(G(z,u))

2 __
. F)" = 3G
b) Projection sur un compact convexe

Existence et unicité du projeté. Onnote (E,({ | }) euclidien, C' un compact convexe. On va montrer
que
Vae F, 3dlceC, inf ||z —a|| =||c—a

zeC

On note A linf et (c,) € CN une suite telle que
llen —a|| —— A

n—-+oo
Une telle suite existe et C' est compact donc on peut supposer (quitte & extraire) que c’est une suite
convergente de limite x € C, ce qui montre I'existence.
Si ¢, € C conviennent, on note u = ¢ — a et v = ¢/ — a. L’identité du parallélogramme donne

llz +yl* + llu = ol = 2(]|ull* + [|v]|?)

donc
c+c
2

>4A2

lle = ¢'1* + 4] —af =4A?

et |le—d| <0 = ec¢=¢

Remarque.

Si on ne suppose pas que C est compact, alors 'unicité reste vraie mais pas l'existence. Mais, si
(cn) € ON est minimisante,

cn +cC
len = emll? = 2(len = all® + llew — all®) = 4 === — af| < = PARC
<4A2+e APCR SIA2

donc (¢;,) est une suite de Cauchy, qui converge (car E est un espace de Banach). Si C' est fermé, (c,,)
converge vers un élément ¢ € C'
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Notation.
| On note ¢ = 7 (a)

Caractérisation du projeté. On va maintenant montrer qu’il y a équivalence entre
1. z=mc(a)
2.Vyel, (y—z|la—2z)<0
(1 = 2)Pourte[0,1],ona (1 —t)z+ty € C pour y € C. Puis
(

la = 2l* < fla—= (1 =)z +tyl® = la— 2> + 2t (a — 2| 2 = y) + ]|z — y|?

donc
2(a—z|y—z) <tz —yl?

et t — 0 permet de conclure.
(2 = 1)vtelo,1],Vy e C,
tla—zly—z) <tly—2> = la—z[* <lla—y?

par le raisonnement inverse, en prenant ¢ = 1.

Caractere lipschitzien. Pour z,2’ € E,
(re(x') —me(z) |z —7me(z)) <0 et (re(x) —mo(@) |2/ —me(x')) <0
donc en ajoutant les deux inégalités
Imc (@) = me(2)|? < (me(a’) = mo(z) |2’ —a) 5 I7c(a’) = me (@)l x [|a" — =]

d’ot le caractére 1-lipschitzien (on divise par ||7o(a’) — mo ()] si ¢’est non nul, le cas nul est évident)

¢) Procédé de Gram-Schmidt

On note E un espace préhilbertien réel, (fi,---, f,) une famille libre. On va montrer qu’il existe une
famille (eq,--- ,e,) orthogonale telle que Vi < n, Vect(eq, -+ ,e;) = Vect(f1,- -, fi)-
Principe :

e On pose e; = f

e On suppose ey, - - ,e; construits. On cherche e;; de la forme
eir1 =Ai1e1+ -+ Aiiei + fira
La condition e;41 L e1,--- ,e; impose

0=Xi1(er|e)+(fiyrler)
(eiv1ler)=-=(eip1]e) =0 < ¢ = Aip =
O:Ai,i<€i|€i>+<fi+1‘€i>

(fix1 ] ex)

(ex | ex)

et ces valeurs conviennent.
Remarque.

La matrice de passage entre une famille libre et son orthogonalisée de Gram-Schmidt est triangulaire
supérieure, et sa diagonale ne contient que la valeur propre 1.

5 Inégalité de Hadamard

On note F = (f1,---, fp) une famille libre de E, et & = (e1,--- ,ep) la famille orthonormée construite
par le procédé de Gram-Schmidt.
On note Py g = Mg g(id) de sorte que

p p

fi=Y (Pzg), e et ej=> (Peg), ;i

i=1 i=1
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On note I' = Pg 4, et on a

(TTGE)T), ;= > T)inG(F)uiliy
1<k, I<p
= Tei ( fr | f1) Tog
1<k, I<p
P P
= (Y Tuifs | Y _Tijfi > =(e;|ej) =10,
k=1 1=1
donc . ,
1 2
T'GEF)T =1 t  det(G(F)) = g = i ei)t < K
EI=t e GO = g =110 g T
Avec égalité si et seulement si (f1,--- , fp) est orthogonale, i.e. si e; = |J{Z||2
Prenons A € A, (R) inversible, on note C1,--- ,C), ses colonnes. On a
cf
ATA=1| [ (Cr,---,C) = (C]Cj )i
——
Cn (Ci1Cy)
donc

n

det(AT A) = det(4)* < J] Gl
i=1
ce qui reste vrai pour A non inversible. On a donc finalement toujours
n
det(4)? < [ llcil?
n=1

6 Famille totale

Définition.
On se place dans (E, ( | )) un espace préhilbertien réel de dimension infinie. On dira que (ex,)ren € EN
est totale si c’est une famille orthonormale et si

Vect ((ek)keN) =F

Théoréme.
@ (ex)ken famille totale, E,, = Vect(ey,--- ,e,), m, projecteur orthogonal sur E,,
(C©) 1.VaeB, |z-m@)|?——0

n—-+oo

2. Egalité de Parseval :
“+oo

Vo € B z)? =) (x| ex)?

k=0

Démonstration.

1. E = Vect((eg)r). On note € E, ¢ > 0. Il existe y € Vect((er)x) tel que ||z — y|| < € et il existe
N € N tel que Vn > N,y € E,, donc ||z — m(2)|| < |lz —y|| < e

2.
l2]* = llz = m ()] + |7 (2) ]
et
n n
Tn(x) = Z (z|ep)er donc |m,(z)|* = Z (x| ex)?.
k=0 k=0
Finalement,
+oo
2
) = e~ @ Hma @ — 3 (] en)
— %0 n=0
n—-+oo
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O

7 — LES SERIES DE FOURIER

+oo

> (zlen)en

n
Wn(x)zz:(x\en)enmm donc x =
n=0

Remarque.
e On peut écrire

n=0
e On se donne (ey) orthonormale. Pour « € E, on pose f,, : @ — || — 7, (x)]. Si (ex) est totale alors
pour chaque z, f,(x) — 0. Si pour chaque z, f,(z) — 0, alors 7, (z) — x et x € Vect((ex)r)

donc la famille est totale.

7 Les séries de Fourier

On note f € 63, (R, C), et on définit
)= [ s = [ s
21 Jo 2 J_,
et N
Sn(f) i x— Z ck(f)ex(x) ou ep sz — eth?
k=—n
On introduit le produit hermitien .
(Flo)=3 [ To
Quelques remarques :
o c(f) P (Riemann-Lebesgue)
o (ex|er) =0k

n

> alfe

(f_Sn(f)ek:):(f|ek)_<
l=—n

e Sike[-n,n],

€k> =(flex)= > alf)(eler)=0

En particulier, (f — Sp(f) | Sn(f)) =0et

(fIf)=C(f
a) Théoréme de Féjer
On va montrer que
n Tx S
o) v g DS
converge uniformément vers f € 63 (R, C)
Un lemme. Pour x & 277Z,
k=n ; . on-+1
Sn(w) = Z etkr — o—ina 1 - ez(2n-+1)ac _ Sln.( n2+ .’E)
e sn(3)

k=—n

n

Z'£
Jm ¢’ E etk
sin 5

k=0

— ]

et cette expression se prolonge par continuité sur 27Z. On note s,, = 0, (id) de sorte que
1
_ ntlo)
n+1 sin

(
) 1 sin?(

z
2

sn(x) n+1

qu’on prolonge encore sur 2wZ.
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Preuve du théoréme. On a:

2w n
ou(f)(a) = 105 S ete0gt— 1 [T psato -ty
1=0 k=—1 0

Pour f =1, on a o,(f) =1 donc

1 2m

2 sp(z—t)dt =1
Pour f € 69 (R, C) quelconque, on a

1 27
on(f)(@) = f(z) = 2 (f(t) = f(@))sn(z —t)dt

Soit € > 0. f est continue périodique donc uniformément continue (Heine + périodicité) sur R et il existe
0 >0tel que [u—v|<d = |f(u) — f(v)| <¢&'. Dans ce cas,

1 us
o)) = 1) = 5= [ (=) = Fla))sn(w)du
et on peut séparer l'intégrale en trois intégrales adaptées a l'écriture [—m, 7] = [—7, =] U [=4, 0] U [0, 7].
Sur [—4, 4],
1[0 1[0
o [ =0 = f@)sau)ydu| < 5 [ (@ =) fa)]safw)du< &
T = e

et sur [4, 7] (le troisiéme intervalle se traite identiquement),

2 fllem—6 1
2r n+1 SiHQg n——+o0

1
2

/;(f(x —u) = f(x))sn(u) du‘ <

donc < ¢’ APCR. Ainsi, APCR, ||o,,(f) — flloo < 3¢’ =& donc

CVU
e
R

on(f) f

b) Weierstrass trigonométrique

Pour tout f, o,,(f) est un polynéme trigonométrique. Le théoréme de Féjer permet alors de montrer le
théoréme de Weierstrass trigonométrique : toute fonction continue 2m-périodique est limite d’une suite
de polynémes trigonométriques. Ainsi,

e dans C, Vect(ex, k € Z) =63 (R,C)
e dans R, Vect(sino(kid),coso(kid), k € Z) = 63 (R, R)

Dans les deux cas, la famille est orthogonale dénombrable. On obtient une famille totale en normalisant.

8 Théoréme de Miintz-Szasz

On se place dans E = 6°([0, 1], R) muni du produit scalaire usuel

1
<f|g>=/0fg

On note F = (t — tM);en pour (\;)ien une suite strictement croissante qui tend vers +oo !
On note E,, = Vect(t — t*i,i € [1,n]) et d,(t*) = d(t*, E,).

On va montrer que Vect(F) = 6°([0, 1], R) si et seulement si /\% diverge. Puisque R[X] = 6°([0, 1], R),
on va en fait montrer que Vk € N, t* € Vect(F) <= > /\i DV.

1. Il s’agit d’une version plus faible du théoréme pour lequel on ne suppose pas \; — +o00
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1
Ona (th [tV )= ——F——d
na< J> Y onc
b v
A+ A +1 A+ A, +1
Cn & G(Fn) = : :
) R R S
An+ A1+ 1 A+ A +1
On va calculer son déterminant. On pose
b o
AL x) - )\1+%\1+1 . A1+X+1 - Po(X)
e 1 N 1 M HX 4D (A X+ D)
AtA+1 A FX+1
avec deg P, <n — 1. Pour x = A\, -+ , A1, Py(2) est nul car deux colonnes sont identiques. On a donc

P(X)=A,(X—=X\) (X =A—1) ou A, = dom P,,. Une décomposition en éléments simples donne

Ap(X = A1) (X = A1) A=A —1=X1) (== 1= Xy_1) L+ autres poles
= utr S
MAXAD Ot X 4D = A) Ot —A) O + X+ 1) P

or en décomposant par rapport a la derniére colonne,

Ap_1(X)

An(X) =TT 7
(X) An X +1

+ autres poles

donc par unicité des décompositions en éléments simples,

Ag(=D" TN X+ D) - (A + A+ 1)

S 6 W WY BOSY 6 WD T ) o

soit encore

(/\n_)\n—l)"'()\n_/\l) (X_/\l)"'(X_)\n—l)

An(X) = -
(X) Mt D Dot M+ D) "M X+1D) (A £ X +1)

et si on note 0, = A, (A\,), on a

_ ()\n - )\1)2 e (>\n - Anfl)2 Anfl
" (>\1 +An+ 1)2"'()\n—1 +)\n+1)2 2An+1

et d’apres la formule de Gram,

2 _ det(G(tAlv"' at/\natk)) (k_)‘l)2"'(k_)‘n)2 1

dy (tF :

1l s’agit de voir si d,, (t*) ——— 0. On écrit
n—-+oo

1 b 1 i
d (tk)2_ 1 )\1 >\n
" 2k +1 k+1 k+1
A1 An
de sorte que
k
1 n 1—)\—
In(d, (t%)%) =1 2) 1 J
n(dn(t)%) n(2k+1>+ ;n RS
s
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or
1 k
N k k+1 1
1 — | =1 11— — 1-— —
n s n(( A)( i +O(Ai)>)
+ N
2k +1 1
_1n(1_ Ai +0(AZ_>)
2k +1
+o0 )\z
donc )
dp(t*) —— 0 = — DV
n—-+4o0o )\z

9 Endomorphismes symétriques
Définition — Proposition.
@ (E,( | )) est un espace préhilbertien réel

1. On dira que f € £L(F) est symétrique ou autoadjoint si Vz,y € E, (f(z)|y) =
(z]f(y))

2. On note S(E) I'ensemble des endomorphismes symétriques de F
3. S(E) est un sev de £(E)

Exemple. Les projecteurs orthogonaux sont symétriques

Remarque.
SifeS(E)et®B = (e, - ,e,) est une base orthonormée de E, alors

(flex) lex) -+ (f(en)|er)
M (f) = : : € Sa(R)
(fler)len) -+ (flen)len)

Proposition.
@ f € S(E) en dimension finie, F' un sev stable par f

@ F est stable par f

Démonstration.

Vee FVye Fr, (x| f(y))=(f(@)|y)=0 e f(y) € F*

Théoréme (Spectral).

@ E euclidien, f € S(E)
@ 1. xf(X) est scindé sur R
2. Les Ex(f) sont en somme directe orthogonale

3. F= E\(f). En particulier, f est diagonalisable dans une base orthonormée.
A€ESP(f)

Démonstration.
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1. On note 9 une base orthonormée de E, A = Ma(f) € §,(R). Soit A € Spc(A) et X € C™ un
vecteur propre associé. On a
IXAX = N'XX
='X"AX
='"(AX)X
=XNXX

donc A =X et A € R. On a donc Sps(A4) C R. Puis, x4 est scindé en tant que polyndme complexe,
et a ses racines dans R et est donc scindé dans R[X].

2. Siz e Ex(f),y € E.(f),
(fl@)ly)= Az |y)=(z|fy))=n(z|y) = A=pou (z|y)=0

3. On note F la somme directe des espaces propres, et on suppose F # E. F est stable par f donc F+
aussi, £ = F® F, et fip+ est un endomorphisme symétrique en dimension finie. Son polynome
caractéristique est scindé, donc admet une racine et cette racine est une valeur propre, ce qui est
absurde car F- ne contient aucun espace propre. Donc, F = E, ce qui conclut.

O

Remarque.

Cela montre que les matrices réelles symétriques sont diagonalisables dans une base orthonormée pour
le produit scalaire usuel de A, 1 (R).

10 Groupe orthogonal

On se place dans E un espace euclidien.
Théoréme — Définition.
1. f € £L(FE) est un automorphisme orthogonal si il satisfait 'une des deux deux propriétés équiva-
lentes suivantes

(a) Vo,y € B, (f(2) [ f(y)) = (x]y)
(b) vz e B, [[f(2)] = [l=|

2. On note O(E) 'ensemble des automorphisme orthogonaux. C’est un sous-groupe de (GL(FE), o)

Démonstration. 1. Le sens direct est évident avec x = y, et dans l'autre on applique la formule de
polarisation

2. L’injectivité est directe avec (b) donc O(E) C GL(E). Si f, g sont orthogonaux alors

Vee B, |fTog@)ll=Ifof " ogl@)ll=lg@ll =l

donc f~1og € O(E). L'identité est dans O(E).

O
Théoréme.
() fezm)
@ Il y a équivalence entre
1. feO(E)
2. VB ON, f(%)ON
3. 38 ON, f(%)ON
Démonstration.
(1 = 2) (flei) | f(ej)) = (eilej) =di;
(2 = 3) direct car il existe des bases ON
(3 = 1) En décomposant sur %, on trouve bien ( f(z) | f(y)) = (x| y) O
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Théoreme — Définition.
1. A€ M, (R) est dite orthogonale si ATA = AAT = I,,. On note O,,(R) 'ensemble des matrices
orthogonales.

2. O,(R) est un sous-groupe de GL,(R)
3. Si f € £(F),ily a équivalence

(a) feO(E)

(b) V& ON, My (f) € O(R)

(¢c) 3% ON, Mg (f) € O,(R)

Démonstration.
(a = b) Si A= Mg (f) pour 8 ON, alors on calcule

ATA=((Ci | Cj)icijen = ((fled) | Fe5) Di<tjen

(b = c¢) direct
(¢ = a) Si ATA = I,,, alors on trouve bien ( f(e;) | f(e;)) = i, donc f(%) est ON. O

Remarque.
| Une matrice orthogonale est telle que det(A)? =1 <= det A =41
Remarque.

Avec le produit scalaire (M | N) = Tr(M " N) sur M ,(R),on aVA € O,(R), (A|A)=[A|>=n
donc O, (R) est borné. Puis si
f M—sM"M-1,

alors f est continue et O, (R) = f~1({0}) donc O, (R) est compact.

11 Groupe spécial orthogonal

Théoréme — Définition.
1. f € O(E) est une rotation si det f = 1. On note SO(FE) ’ensemble des rotations de O(E)
2. C’est un sous-groupe de O(E), qu’on appelle groupe spécial orthogonal.

3. Identiquement, SO, (R) est le sous-groupe de O,(R) constitué des matrices orthogonales de
déterminant 1

Démonstration. SO(E) = ker f ou f: A+ det A donc c’est un groupe. O

a) Orientation

Si % et B’ sont des bases orthonormées de E, alors Py g = Mg (h) avec h : e; — ¢}, alors h € O(E)
car 'image d’une base ON est ON. On a donc det Pp g = deth = £1 et Py g € O,(R)

Définition.

1. Deux bases orthonormées ont méme orientation si la matrice de passage de 'une a l'autre est
celle d’une rotation (det P = 1)

2. La relation 8 % B’ <= det Py gz = 1 est une relation d’équivalence sur 'ensemble des bases
orthonormées, il y a deux classes d’équivalences

3. Un espace euclidien est dit orienté lorsqu’on a choisi I'une de ces deux classes, qui sera alors la
classe des bases orthonormées directes

4. Si H est un hyperplan, v un vecteur unitaire orthogonal & H, et 8 = (ey, - ,€,—1) une base

orthonormée de H, alors %8 est directe si (e, ,e,—1,u) est une base directe de E. On dira que
H est orienté par u.
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Proposition.

(H) (E.( | )) euclidien orienté, u € £(E)

@ Il y a équivalence entre
1. u € SO(E)
2.V B, u(®B) orthonormée directe
3. 3 %, u(%) orthonormée directe
4. V 9B orthonormée directe, My (u) € SO,(R)
5. 3 9 orthonormée directe, M (u) € SO,(R)

Démonstration. Facile O

b) Le cas du plan

On se place dans £ = R? muni du produit scalaire canonique et de ’orientation usuelle.

ad+cf=1
A(i Z)GOQ(R) = P td>=1
ab+cd =0
a = cosf c=sinf
< 30,0 cR,{ b=sind d=cosf’
ab+cd=0
a = cosf c=sinf
<« 30,0 cR,{ b=sind d = cosf’

0+60 =0 (mod )

s JeR, A= cgs@ —sinf ou A— c?sﬁ sin 6
sinf cosf sinf —cos6

et

cosf) —sinf
A€S0zR) = A= <sin6‘ 0089> aor 11

On a par ailleurs RgRy: = Ryt donc SO2(R) est abélien
Proposition.

Soit u € SO(R?). La matrice Ma (u) est indépendante de la base orthonormée directe choisie et
316 € [0,2n], Mz (u) = Ry
On dit alors que u est la rotation d’angle 6
Démonstration. SOz(R) est abélien donc les matrices de passage n’ont pas d’influence. O

Remarque (Angle orienté).

Pour z,y € E (E euclidien orienté de dimension 2) et % orthonormée directe, on a (calculer explicite-
ment)

2
(z]y)” +deta (z,9)* = ||z[*[ly]|*
donc si z,y # 0, il existe un unique 6 (mod 27) tel que
(z|y) = llzlllyll cos o
detes (2,y) = |[z[/[|y sin

—

Ce réel 0 est alors appelé angle orienté (x,y)

Chapitre XV : ESPACES PREHILBERTIENS REELS



11 — GROUPE SPECIAL ORTHOGONAL Page 188 / 237

¢) Produit vectoriel

Théoréme (Théoréme de représentation de Riesz).

@ FE euclidien

@ Voe E*, JlacE, VxeE, o) =(a|z)

Démonstration.
v: E — E*
a — (x+—{a]|z))
Est une AL injective et dim £ = dim E* donc c’est un isomorphisme. O

Théoréme — Définition.

@ FE est un espace euclidien orienté de dimension 3

©

u,v,w € E. La quantité detg (u, v, w) ne dépend pas de 8 OND. On la note [u, v, w]
u,v € EJw e E, VxeE,|uv,z]=(w|z). On note alors w=uAwv

(u,v) — u A v est bilinéaire antisymétrique

uAv=0 <= u,v colinéaires

uNv L u,v

Si (e1,e2,e3) OND alors e; A ey = ez, ea Aeg =ej, ez Aep = ey

RGN T

Si (e1, ez, e3) ON alors cette base est directe si et seulement si e; A ea = e3

Démonstration. 1. Le changement de base introduit un facteur 1.

N

C’est le Théoreme de représentation de Riesz

Le déterminant est multilinéaire antisymétrique

(u,v) liée car sinon il existe z tel que (u,v, ) est une base. La réciproque est évidente.
T=U,x =0

Facile

Admis (facile)

o Otk W

O

Remarque.

(e1,e2,e3) OND, = < (21,22, 23),y ¢ (Y1, Y2, y3). En abusant de la notation du déterminant, on peut
écrire

T Ay = (r1e1 + Taez + 23€3) A (Y161 + Y22 + Y3e€3)

1 Y1 e
= |T2 Y2 €2
r3 Ys €3

d) Rotation dans ’espace

On se place dans 'espace euclidien tridimensionnel FE.

Définition.
Si e est un vecteur unitaire et § € R, on appelle rotation d’axe Re orienté par e d’angle 6 I’application
linéaire telle que 7(e) = e, 7.1 est la rotation d’angle § pour I'orientation de el par e. L’application r
se note 7g c.
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Remarque.

Si %B = (e1, e2,e3) OND alors e3 = Vect(eq, e2) et (e1, ) OND pour I'orientation par es.

cos —sinf 0 1 0 0 0 00 0 -1 0
Mo (r) = | sind cos@ 0| =cos@ |0 1 O|+(1—cosf)|{0 O O)+sinfd|1 0 O
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 O

= cos Mgz (idg) + (1 — cos0) Mz (TRe,) + SinOMap (x — e3 A x)

donc 7(z) = cos 0z + (1 — cos 0)TRe, () + sinfes A x

Soit A € SO3(R). A admet une valeur propre réelle (polyndéme caractéristique réel de degré impaire).
AX =0X = AX)TAX =XXTX=XTATAX =XTX = \=+1

Si A = —1 et X3 est un vecteur propre associé, X3 est stable par A donc si (X;, Xo, X3) OND,

b 0

d 0

0 -1

Mo (A) =

oo 8

et <CCL Z) € 02(R), det (a g) = —1 donc il existe § € R tel que (a Z) (COSQ sin 0 ) et le

c sinf —cosf
polynéme caractéristique de A est x4 (X) = (X +1)(X? — cos?6) —sin? 0 = (X +1)(X? — 1) donc 1 est
toujours une valeur propre de A.
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1 Notions, Définitions

E est un R-e.v de dimension n (donc isomorphe & R™), F un sev de E et Q un ouvert de F.

Remarque.
| Pourac QuekFE Je>0,Vte]—ece[,a+tveQ (par définition d’un ouvert)
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Définition.
On note f:Q — F. On dira que f possede une dérivée en a € 2 selon v € F si

existe. On note cette limite D, f(a).
SiB = (e1, -+ ,e,) base de E et f a une dérivée en a € 2 selon e;, alors on appelle ig-iéme dérivée
partielle D, f(a), notée

0
@) on O
Remarque.
Pour 8 = (e1,--- ,e,) on note x P (x1,---,zpn) et on a f(z) = f(z1e1 + -+ - + zne,) qu'on note
abusivement f(z1,---,zy).
f(l'+t61) —f(JC) — f('rl +1,29, - axﬂ) _f(xlv"' 727”)
t t

Pour calculer 9; f(a), on fait comme si les autres variables étaient constantes et on dérive par rapport
a ZTj.

Remarque.
| D, est linéaire
Remarque.
Avoir une dérivée en a n’implique pas la continuité en a. Contre-exemple :

Flaoy) = {yw siz#0

Y sinon

2 Différentielle

Définition — Proposition.

(H) f:Q—Facq.

@ 1. On dira que f est différentiable en a s’il existe p € L(E, F),e > 0 tels que
Vh € B,(0,¢), f(a+h) = f(a) + @(h) + oo(h)

Dans ce cas ¢ est unique et se note df,
2. Si f est différentiable en a alors f est continue en a

3. Si f est différentiable en a alors f a une dérivée en a selon tout v et

D, f(a) = dfa(v)

Démonstration.
1. Si ¢,v conviennent, ¢(tv) — ¥ (tv) = op(tv) ie
¢(v) = p(v) = 0p(v) —> 0

t—0
d’ou ¢ = .
2. fla+h) = f(a) +¢(h) +oo(h) — f(a)
3.

fla+tv) = f(a)

; :dfa(U)+00(U) Wdfa(v)

t£0
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Théoréme — Définition.

1. Soit f € £(E,F) et a € E. La fonction f est différentiable en a et df, = f.

2. Si B = (e1, - ,en) est une base de E et si m; est lapplication i-iéme coordonnée alors Va €
FE,dm; = m; ne dépend pas de a. On note cette application dz;.

3. Si % est une base de F et f est différentiable en a alors

df. = Z_; gg‘i (a)dz;

Démonstration.
L. fla+h) = f(a)+ f(h)
2. Ok
3. h:h161+'°'+hn6n,

dfa(h) :hl dfa(€1)++hndfa(en) = g%(a) dlZJ1(h)
i=1 "

Remarque.
| Pour une fonction f: R — F, f'(a) = df,(1)

3 Calculs de différentielles

a) Quelques exemples

Exemple. Etude en 0 de

o) = { e 20
Yy S1non
0 0
soon=0  Foo-ron-1
donc of of
5 (0.0)dz + (0.0)dy

existe mais f est non différentiable car non 6°

Exemple. Calcul de la différentielle de f : A € M, (R) — A?

f(A+ H) = f(A)+ AH + HA+ H*?

et pour une norme sous-multiplicative, ||H?|| < ||H||? = oo(H) donc
dfa(H)=AH + HA

Exemple. Calcul de la différentielle de f: M € GL,(R) — M !

On fixe M € GL,(R). Alors 3¢ > 0/%B,(M,e) C GL,(R). Pour H dans %,(0,¢),
M+ H e B,(M,e)

et
(M+H) ' -MYM+H)=I,-M'(M+H)=-M""H
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donc
M+H) ™ —M*t'=-M'HM+H)!
=M 'HM ' 4+ M~'Hoy(1)
= -MTHM™! +oo(H)
N—_————
dfuv (H)
Exercice.

| Calcul de la différentielle de f : A € M,(R) — ATA

b) Interprétation matricielle

Théoréme — Définition.
On note f: Q — R™, Q C R"™ on écrit f = (f1, -, fm). On suppose que f est différentiable en a € Q
et on note 6,, (resp. 6,,,) la base canonique de R™ (resp. R™). Alors :

1. On appelle matrice jacobienne de f en a la matrice

i) = (@),
1

<n

n

NIN
<.
ININ

X

2. Si z «+— X alors

dfa(x) < Jy(@)X

m

Démonstration.
=T ; gii (a).’,CZ
n af A 1=
dfa(z) = Z B (x) dz;(z) o = J¢(a)X
=1 ¢ " n
Oft (... m iy Py Y (a)z;
81‘i ’ ’ 83:1-

4 Opérations sur les différentielles

Proposition.

Si f,g:w C E — F sont différentiables en a, alors pour A € R, A\f + ¢ est différentiable en a et
d()‘f + g)a = )\dfa + dga

Proposition.

@ B : E| x E; — F bilinéaire, f1 : Qy — E; différentiable en aq, fo : Qo — FEs différentiable en as.

@ f = B(/f1, f2) est différentiable en a = (a1, az) et

dfa(h1, h2) = B(dfi,, (h1), f2(a2)) + B(fi(a1),d f2,, (h2))
Démonstration. On développe f(a + h) = B(fi(a1 + h1), fa(az + ha)) O

Exemple.

e (E,(])) euclidien, ¢ : (z,y) — (x|y)
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e ¢ = det. On note
A=(C,---C,) H=(H,---H,)

alors
det(A + H) = det(A) + det(Hy,Ca, -+ ,Cp) + -+ +det(Cy, -+ ,Cp_1, Hp) + 00(H)

On en déduit

5 Composition des fonctions différentielles
Proposition.
@ f:Q C E — F différentiable en a telle que f(2) C ', ¢g: Q' C F — G différentiable en f(a)

@ go f est différentiable en a et d(go f)q = dgsa) 0 dfa

Démonstration. On a
9(f(a) + k) = g(f(a)) + dgsa) (k) + o(k)

et
fla+h)=f(a) +dfa(h) + o(h)
k
donc
go fla+h)=g(f(a))+dgsa)(dfa(h) + 0o(h)) + o(dfa(h) + 00(h))
o(h)
o(h)
d'on (C) O
Remarque.

E=R", F=R™,G=RP, f=(f1, ,fm): E—=F,9g= (g1, ,6p) : F = G, 6}, base canonique
de RF.
Six I X alors df,(z) o Jr(a)X et d(go f)q(x) P Jgor(a) X P Jg(f(a))Jf(a)X. Cest vrai

o m

pour tout X donc

Jgor(a) = Jy(f(a)) Jy(a)
N—_—— N—— N~
EMp,n EMpm EMmn

On va identifier le coefficient i, j.

[']gof(a)]i,j = Z [']g(f(a))]z k [']f(a)]k_,j

= 220 = > s )

<=10j(gio f)(a) = Z 0k9i(f(a))0; fe(a)| (régle de la chaine)

En particulier, sip=n=1, ¢ : t € R — g(f1(t), -, fm(t)) alors

(gof)(a) = ==(f(a))fila)
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Remarque.
Sif:Q C E — R est différentiable en a et f(a) # 0 alors % est différentiable en a car z — L est

différentiable en f(a)

Remarque.
| Sif:QCFE—>FestacQ,veEFEalorsp:t— f(a+ tv) est définie au V(0) et ¢'(t) = dfyytu(v)

6 Applications de classe 6!
Théoréme — Définition.

(H) f:QCE-—F
@ 1. On dira que f est 6! sur 2 si f est différentiable sur Q et si a € Q —— df, € L(E, F) est
c@O
2. Une fonction 6! est continue
3. On note B = (e1, - ,e,) une base de E, € = (uy, -+ ,Uy) une base de F' et f =
(f1,--+, fm). Il y a équivalence entre :

(a) f est €' sur Q
(b) Les f; ont toutes leurs dérivées partielles sur et les 9; f; sont 67 sur Q

4. On note €1(Q, F) 'ensemble de ces fonctions

Démonstration.
2. Les fonctions 61 sont différentiables donc continues.

3. (o) = (b):

m

ofi
Ji(a) = Map ¢ (dfs) = <3£j (a)>1<z‘<
1

VA

est continue par rapport a a par hypothese.
(b) = (a) : 11 suffit de montrer que f est différentiable sur 2. On commence par le cas F' = R.

fla+h)—f(a)= flax+hy, - ,an+hy) — flar,a2 + ha,-+ ;a4 + hy)
+f(ar, a2+ ha, - yan +hy) — flar, -+ a5, 0541 + hig1, - yan + hy)
Jrf(ah... ,aiaai+1+hi+1,"' ’an+hn)+...
+f(ar, - an—1,an + hyp) — flar, - ,an)

et chaque ligne est fonction d’une seule variable, donc le théoréme des accroissements finis donne

0
Jein €lai,ai + hil,  fla+h) - f(a) = hlaig;fl(cl,h,a2 +ha, - an + hy)

0
+h2—f(a1,c27h,a3 +h3, o an + hy)

61'2
+
0
+ hn()?f;(ah'" 7an71acn’h)
th%(a) donc =h,, 66;{1 (a)+o(1)
) of
190, @+ hngim(@)+ ho(l) - - fno(1)

N o(h)

donc f est différentiable sur €. Si F' # R on raisonne coordonnée par coordonnée.
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Proposition.

1. 6Y(Q, F) est un R-e.v.

(a) f est 6!
(b) Les fi sont toutes 61
3.5 f:Q— Fetg:Q D f(Q) — G sont 6! alors g o f aussi

Démonstration. 1. et 2. sont faciles, 3. est déja vu.

Théoréeme.

(H) f:QCE-—R,abe tels que [a,b] C Q

@1.

1
F(b) — fa) = /0 1 asen(b— a) dt

2. Si || dfs | < M pour « € [a,b] alors | f(b) — f(a)| < M]|b— all

2. Si 6 base de F est f : Q — F donnée par f = (f1,---, fn) (dans €) alors il y a équivalence entre

Démonstration. 1. ¢ :t+—— f(a+t(b—a)) est telle que ¢'(t) = df(1—yjates(b —a) et

F(b) - fa) = p(1) — p(0) = / o

1 1
F() — F(a)] < / 1 df (b — a)] dt < M / 16— all dt

7 Etude de régularité

a) f:(z,y) — min(2? y?)

[z, y)
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D’abord,

22 442 — |22 — ¢

fl@y) = 2' |

donc f est 6°. On note A le fermé {(z,y) € R? 22 = y?}, R?\ A est ouvert et f € 6*(R?*\ A, R) comme
composée de fonctions 1.

Il reste a savoir si f est différentiable sur A et si éventuellement la différentielle est continue.

Flo+ izt ) = fla,a) = SR F @ IR @D Z @b R

2
h? + k? h? — k?

=z(h+k)+

x(h+ k) +

Pour £ =0,
h2
fat+hz) —f@z) b joh + &
h Ty h h—0+

x =+ |x]

Donc f n’a pas de dérivée partielle par rapport & x en (z,z) pour x € A\ {0} = A* (idem en (z, —x))
donc n’est pas différentiable sur les points de A.

En (0,0), f est différentiable car 0 < f(x,y) < 22 + 4% = o(||(z, y)||2) donc f(z,y) = £(0,0) +0+o((z,y))
et df(o’o) =0

Ainsi (z,y) — df(s,y) est définie sur R?\ A*. Elle est continue sur R?\ A, puis on va montrer qu’elle est
continue en (0,0). On note (xg,90) € R?\ A tels que x3 > y3 donc au voisinage de (z9,vo), f(7,y) = >

et df(zg,y0) = 2y0 dy puis sinon df(,, ) = 270 do. Dans tous les cas, df(, ) m 0 = df(0,0) donc la

différentielle est continue sur son domaine de définition.

b) Domaine de continuité

On pose

si (z,y) # (0,0)

0 sinon

x _1

f est clairement continue sur R?\ {(0,0)} puis 22y? < (2% + y?)? donc 0 < f(z) < 2% + 4% = o((x,v))
donc f continue en 0

¢) Une fonction différentiable non 6!

On pose
1

(22 + 3?) sin (JW) si (z,y) # (0,0)

0 sinon

iy —
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La fonction est clairement 6! sur R?\ {0} puis f(x,y) = oo((x,y)) donc dfy = 0 et f est différentiable.
Il reste & voir si la différentielle est continue en (0,0).

Puis,
of 2l ! L os [ —— s (2,1) # (0,0)
x sin — T,y
5g Y = Va2 +y? Vet + g2 VaZ+y?
0 sinon
et 8f

donc f n’est pas 6!

d) Expression intégrale

On considére g : R? — R de classe 61! et

F::z:b—>/ g(z,t)dt
0

On va montrer que F est 6! et on va calculer F’. On a

On note donc h : (z,u) — g(x,ur) et F est 6! par théoréme de dérivation sous le signe somme puis
1
F'(z) :/ g(x,ux du—i—ar/ e (z,ux du+x/ B (z,uz)du

/8tugxuac —|—x/ D xux

7g(x,w)+/0 gi(w t)dt

8 Caractérisation des fonctions constantes

On se place dans F et on note 2 un ouvert connexe par arcs de E, et f : Q@ — F. On note 8 = (e1,--- ,¢e,)
une base de £. On va montrer que f est constante sur € si et seulement si f est 6° et a toutes ses dérivées
partielles nulles.

e (=) Direct
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e ( <) Par hypothese, 0;f = 0 est continue donc f est 6! donc pour [a,b] C Q,

1
£(b) — f(a) = / Afortyares(b—a)dt =0 = f(b) = f(a)

Vu ce qui précede, f est constante sur toutes les boules invertes incluses dans €2. On prend a € € et
on note

&={z e, f(z) = f(a)}.

Cet ensemble est un fermé en tant que préimage par une application continue (f) par le fermé {f(a)}.
C’est aussi un ouvert car pour zg € &, f est constante sur une boule ouverte centrée en xy donc par
définition de &, cette boule est dans &.

On note h = 1g de sorte que h=1({0}) = Q\ &, 1 ({1}) =&, h" () = @, h1({0,1}) = Q. Ainsi, h
est continue car la préimage d’un fermé est un fermé (induit). Ainsi, h(£2) est connexe par arcs donc
h(2) = {1} car € non vide et 2 =&

Autre méthode : Il suffit de montrer que €2 est connexe par arcs polygonaux. On fixe a € € et on note
& = {z € Q, il existe un arc polygonal entre a et z}. C’est un ouvert (méme justification que dans la
méthode d’avant). Si (a,) est une suite de & convergente vers o € €2, alors APCR «,, est dans une boule
incluse dans 2 centrée en «, puis il suffit de relier a,, et o dans €2 pour conclure que a € &. Ainsi c’est
un ouvert fermé de Q donc c’est Q (déja fait)

9 Extrema — Gradient
Dans cette partie, f :  — R. On suppose (E, ( | )) euclidien.
Théoréeme — Définition.
@ f:Q — R différentiable en a € 2
@ 1. df, est une forme linéaire
2. 1l existe un unique w € E tel que

VeeE,  dfi(z)=(wlz)

—
Ce vecteur est appelé gradient de f en a et se note V f(a),gradf(a),...
3. Si% = (e1, -+ ,en) est une base ON de E alors

Vf(a) = Z@f(a)ei

Démonstration.
1. C’est dans la définition.

2. C’est une application du théoréme de représentation de Riesz. On note
p:x € Er— (ye Er—(z|y))
De sorte que
ola) =) <= YyeE, (a—bly) =0 = a—becE+t={0} <= a=0b
donc ¢ est linéaire injective en dimension finie, et dim £* = dim E donc cette application est bijective :

w = ¢~ !(df,) convient.

dfalz) = Zaif<a> dz;(x)
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Remarque (Interprétation géométrique).
On note u € F unitaire.
fla+tu) = fa) +dfa(tu) + oo(t) = f(a) + t(V f(a)|u) + 0o(1).
Pour a fixé tel que Vf(a) # 0, (Vf(a)|lu) est maximal pour v = ”gﬁzgll et dans ce cas (Vf(a)|lu) =
IV f(a)

Remarque (Egalité des accroissements finis).
On note f: Q — F différentiable, et [a,b] C Q. On note

g:t€0,1] — f(1—t)a+th) eR

e g est continue sur [0, 1], dérivable sur |0, 1] (car dérivable sur [0, 1])

e On applique ’égalité des accroissements finis a g :

Jto €]0,1[,  g(1) = g(0) = ¢'(to)

soit encore
f(b) = fa) = df1—to)a+top(b — a) = (Vf((1 —to)a+tod) [ b — a)
—_———

= cC
def

Ainsi, il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = df.(b—a)
Théoréme — Définition.
@ f:QCFE—R,ac, f différentiable en a.

@ 1. On dira que f a un point critique en a si df, = 0 (i.e. si Vf(a) = 0 avec un produit
scalaire)

2. Si a est un extremum local de f alors a est un point critique de f.

Démonstration. 2. Onnote u € E, ¢ : t — f(a + tu) est définie sur un intervalle du type | — ¢, ¢], et
© atteint un extremum local en 0. Ainsi, ¢’(0) = 0 = df,(u) vrai pour tout v donc df, =0

O
Exemple. On pose
fi(zy) — (@ +y?) exp(a? — y?)

Cette fonction est 6! et si (z,y) est un extremum alors

%(l" y) = exp(a?® —y*)2z(1 + (2° +3%)) = 0 {x =0 {fﬂ =0
%(iﬂ, y) = exp(a? — y?)2y(1 — (2* + %)) =0 y(l—y*) =0 ye[-1,1]

dy

Il reste a vérifier si les trois points sont bien des extrema.
e (0,0) est un minimum global
e On fait I’étude en (0, 1).

f(h, 1+ k) = £(0,1) = 2¢7(h? — k) + oo (|| (h, k)])
A(h,k)

et A(h,0) > 0 pour h > 0 assez petit, A(0, k) < 0 pour k > 0 assez petit donc A change de signe au
voisinage de (0, 1) donc (0, 1) n’est pas un extremum (c’est un point selle).

e De méme, (0,—1) n’est pas un extremum.
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f(z,y)

Exercice.
On note S = {& € R", |z|| = 1} la sphére unité. On suppose f : R"” — R différentiable sur son
domaine de définition et constante sur S. Montrer qu’il existe o € R™ tel que

Iz < 1 et dfz, =0

Résolution. %B5(0,1) est un compact donc f est bornée et atteint ses bornes (son minimum en « et son
maximum en § par exemple) sur cette boule.

e Si f(a) = f(B) alors f est constante et xy = 0 convient

e Si f(a) < f(B) alors a ou B n’est pas dans S et ce point convient.
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fz,y)

Remarque.
C’est une généralisation possible du théoreme de Rolle. Plus généralement, si K est un compact

_ o
d’intérieur non vide de R™ tel que f : R™ — R différentiable est constante sur 0K = K \ K, alors il
o
existe x € K tel que df, =0

10 Application a la géométrie

Définition.
On note X C E non vide, z € X et v € F. On dira que v est un vecteur tangent a X en x s’il existe
une > 0etye D] —e, e[, X) tel que y(0) =z, 7/ (0) = v
Exemple.
1. On note 6 le cercle unité (dans le plan) et (zg,yo) € 6.
e Si (o, §) tangent a € en (xg, yo) alors il existe vy dérivable telle que v(0) = (xo, yo) et en dérivant

la relation (y(t) | y(¢)) =1 on a 2(y(¢) | ¥/ (¢)) = 0 donc ((zg,yo) | (o, 3)) =0
e Si (zo,y0) L (o, B), on note (zo,yo) = (cosh,sinf) et on pose

v [-1,1] — €
t —  (cos(8 + tu),sin( + tv))

et v est dérivable, v(0) = (x0,y0), et 7' (0) = (—uyo, vzo) colinéaire & («, 8) d’olt ’équivalence.
La droite (z9,vo)" est 'ensemble des vecteurs tangents en (zo, o). L’espace tangent associé est la
droite affine 9 = (w0, yo) + (w0, y0)*
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2. E=R3, f:R? — R différentiable, X = {(x,y, f(7,9)), 2,y € R}. Le vecteur (a, 3, \) est tangent
a X en (xo, Yo, f(x0,y0)) si et seulement si

0 0
A= G (o,0)a -+ 5 (a0 o) ®

En effet, si (o, 8, v) tangent alors on note « l'arc associé et z(t) — f(x(¢),y(t)) = 0 donc en dérivant

2(t) - %(x(t),y(t))m’(t) - @(w(t)7y(t))y'(t)

donc on a bien (x). Puis, si (a, 8, A) satisfait (x) alors
vt €] =11 (w0 + te, yo + 18, f(zo + ta, yo + 1))

convient.

3. Cas des lignes de niveau. On note f : @ — R, X, = f~1(a). On suppose X, non-vide et 7 : | — ¢, e[—
X, dérivable avec v(0) = to, 7/ (0) = v. En dérivant la relation f o gamma =a on a

Va G} - 5;€[a dfw(ac) O’}/(x) =0

donc pour z =0, dfy,(v) = 0= (Vf(to) | v)

11 Calcul de vecteurs tangents

a) Vecteurs tangents a O,(R) en I,

On veut déterminer les vecteurs tangents & X = O,(R) en I,,. On se donne
v —ee[— On(R)

dérivable telle que v(0) = I,,.
o Vr €] —e;¢], y(t) € O,(R), i.e. v(t)Ty(t) = I,. En dérivant :

YO TAE) + )T (1) =0 = Y(0)T +9/(0) =0 = ~(0) € 4Z,(R)

e On note A € M, (R) antisymétrique et vy : ¢t € ] — 1,1[ — e*4 de sorte que y(t) € O,(R) (facile
a vérifier en écrivant 'exponentielle comme somme d’une série), v(0) = I,, et v/(0) = A donc A est
tangent a X en I,,.

b) Vecteurs tangents a GL,(R) en I,

GL,(R) est un ouvert donc tous les vecteurs sont tangents a I,,.
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¢) Vecteurs tangents a SL,(R) en I,
On note v un chemin qui satisfait les bonnes hypothéses, v(0) = I,,, det oy = 1 donc

d(det) ) 07/ () = Tr(Com(y(£)) T7'(£) = 0 = Tr(v/(0)) =0

On note maintenant A une matrice de trace nulle et

I, +tA

Yitr— —Y———
v/det(I, + tA)

est définie au voisinage de 0 et convient car

A 1 n+1
W= (L +ta <—TC I +14)TA dtIn—i—tA‘n)
Y(t) = — L) ( ) | —, Tr(Com( ) A)det( )

donc 7/(0) = A.

d) Vecteurs tagents a la surface d’équation i—z + z—j + i—; =1

On cherche les vecteurs tangents & X = {(z,v, 2), i—; + g—z + i—z =1} en My = (0, Y0, 20) € X.

On note v : | — g,¢[ — X différentiable telle que v(0) = My On a

()2, y(t)?® | z)*
V|t < e, >+ = + 2 = 1
donc en dérivant,
2zx’  2yy’  2z2
2 T Ta T 0

Lo Yo 20
a?’ b2’ ¢?

) € X, alors x # 0 donc par exemple zg > 0 et

donc +'(0) L (
Lo Yo =0
a2’ b2

). La réciproque est vraie : si on note («,3,\) perpendiculaire & x =
€

ta)? tB)?
'Y:t»—)(IothOé,yOthﬂ,Cz\/l(x0+2a) *(yOZQB) )
a

convient.

12 Espace tangent

Définition — Proposition.

(H) XCEaeX

@ 1. On note V,(X) I'ensemble des vecteurs tangents a X en a.
2. L’espace tangent a X en a est To(X) = a + V,(X)
3.Si f:QC E— RetsiaecQnest pas un point critique alors X = f~1({f(a)}) vérifie
(a) Va(X) =Vf(a)*
(b) To(X) =a+ Vf(a)*

En particulier, si E = R3 et X = f~1({\}) et a = (0, yo, 20) € X point non critique de f
alors T, (X) est donné par 1’équation cartésienne

ﬁ
ox

(@) —20) + 5 @)y~ 0) + S @)~ 20) =0

Démonstration. Admise O
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13 Dérivée partielle d’ordre supérieur

Définition.
Onnote f:QCE—F,n>2,% = (e, - ,ep) base de E. On définit récursivement 6™ (2, F') par

fE€6™(Q,F) < f différentiable sur Q et Vi € [1,p], 9;f € €™ 1(Q, F)

o (orN, . of
s (52 ) (@) = g = 0250

Théoréme (Schwarz).

Notation.

et

@ fEC*Q,F),aeN, B = (e, ,ep) base de E D Q.

(©) Powrije L],
0*f _0*f

81‘1‘8.%]' = 8.73](9581 “

Démonstration. Admis O

14 Exemples

a) Identité d’Euler
On note f: R™\ {0} — R différentiable. On dira que f est a-homogene si

Ve,t e R" xR, z#0 = f(tz) =t*f(x)

On va montrer que f est a-homogene si et seulement si
n
Zfﬂiaif(af) =af(z)
i=1

e (= )Ona f(tx) =t*f(z) donc

ddis (1) = 0t° 7 f(2) = dfule) = af(x)

e (<=) On note h(t) =t~ f(tz) de sorte que
R'(t) = —at™ 7 f(tx) + 7 dfiw(2) = 7 H(—af(tx) + dfie(tz)) = 0

par hypotheése donc h(t) = h(1) = f(x) ce qui conclut.

b) Calcul du laplacien en coordonnées polaires

On note f: R? — R de classe 62, et
Frr Ruex[0,21] — R
(p,0) — f(pcosb,psinb)

On appelle laplacien de f la fonction

92 92
Af (2, y) — 67‘7;(:%) + 87]2[(%.@)

On veut calculer (Af)* en fonction de f*.
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83{: (p,0) = (gi) (p,0) cos O + (af> 0) sin 0
38];* (p,0) = (gi) (p,0)(—psinf) + (gi) (p,0)pcosf
an* ( )

20

Yy
( f> (p 0)81n0cos0+<8f> 6) sin? @

2 fx * *
880fz (p,0) =—p (gi) (p,8)cost —p (gi) (p,0)sin

0?

) cos 9+( ) (p,0) cos O sin b

AN 2 o2 A 2 s
+ (8:1:2> (p,0)p* sin” 6 + (8y6:c) (p,0)(—p®sinf cos )

’f\" 2 AN 2 .2
+ ((M) (p,0)(—p~sinfcos ) + <8y2> (p,0)p° cos~ 6

Donc pour p # 0,

1 9%f* 0 f N 10f*
2 002 (p,0) + aipg(/% 0) = (Af)"(p,0) — ;%(Pa 0)
d’ot 0 0 o
N B 1 * * 1 *
Exercice.
Déterminer les g € ‘6%(R%,R) tel que f: (z1,--+ ,z,) € R"\ {0} — g(zf + -+ x2) est harmonique
(Af=0)

Résolution. Soit g solution. Alors

of 12
833i( ) (x] + - 422 “)2x;
et
82f "¢ 2 2
@) = @ a2 (R )
donc

Af=0 < Ve eR"\{0}, Zg” )27 +2¢'(z]*) = 0 <= 4]|z]*g"(|2]*) +2¢'(Jz]|*)n =0
=1

donc

A
Af=0 < Vr>0, 4rg"(r)+2ng'(r)=0 < --- < JA,B, g:r»—>B+7rn/271
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15 Reégression linéaire

On dispose de données expérimentales (2;1, -+, p, ;) avec @ € [1,n]. On sait que les vraies valeurs
(i, Tip,y;) vérifient une relation du type

Yy =B1Tia + -+ BpTip
On veut connaitre les §; a 'aide des mesures effectuées. On note :
B Y1 Y1
X =@ijhcicn X =(Tigh L= V=1: Y=1|:
1<) <j

<j<p 1<<p X _
Bp Yn Yn

<

ININ

NN
3

de sorte que Y = XT'. On connait X et Y, on veut approcher I'. On va trouver B qui minimise ||Y — X B||
et on va montrer que si rg X = p alors il y a une unique solution minimale donnée par

B=(X"X)"'xTy

On note f: B+ ||Y — BX]||? de sorte que

f(B+H)=|Y|?-2(Y|XB)-2(Y | XH)+ | XB||*?+2(XB | XH) + | XH|?
(H)
0o

donc
dfg(H)=2(XB-Y | XH)=-2(X"Y |H)+2(X"XB | H)

B point critique <= VH, (- XY+ X' XB|H)=0 < X'XB=X'"Y

Si p=rg X alors dim Ker X = 0 et X est une matrice injective.

BeKer(X'X) <= X'XB=0= B'X'XB=0 = |XB|>’=0 = B=0

donc X T X est inversible.
B point critique <= B = (XTX)"'XTY

16 Exemple d’équation aux dérivées partielles

On va déterminer les solution f € €'(R% x R, R) telles que

P (@) = 5 2.9) = f(2,0)

d’ou -
S5l F1r0) = a(r) exp(ko)
donc les solutions sont de la forme f(z,y) = a(x/:vz + yz) exp (k‘ arctan (%)), qui convient si elle est 6!

(i.e. si a est 61)

f solution <= Vr > 0,3a(r) / V0 e ]—

17 Méthodes de gradient

On note J : R™ — R minorée 6! et on suppose qu’elle atteint sa borne inférieure en un point z*.

Idée : On va construire une suite (z,,) telle que J(z,) — J(z*). On a
J(xy +tv) = J(zn) + 6(VJ(2y) | v) + 0p(tv)

et on va prendre v = —VJ(z,) de sorte que z, 11 = x,, — £, VJ(xy,), tn, > 0 a choisir
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a) Méthode de gradient conjugué
On note A € ST (R), be RP et

J: RP R

—
1
r §(Ax|:1:)—(b|x)
La fonction J est 6! et

J(z) > M 2l = ol el = J (@) ——— 400
S\a llzl| =00
p

)>0

DN | =

min
par conséquent, J atteint son minimum (i.e. * existe) car atteint sur un compact du type % (0, R).

On a
dJ,(h) = (Az —b| h)

et dJ,« = 0 donc z* = A~1b

On va mettre en place une méthode de descente de gradient.
1
J(x+tVJ(x)) = J(x) +t(Az —b| VJ(x)) + §t2(AVJ(.7j) | VJ(z))

Cette fonction de t atteint un minimum lorsque

(Az —b | VJ(z))

(Az = b | VJ(2)) + H(AVI(2) | VJ(2)) =0 <= t = (AVJ(x) | VJ(2))

Or dJ,(h) = (Az —b| h) = (VJ(z) | h) donc VJ(z) = Az — b. On construit alors (z,,) comme suit :
e 1, est quelconque

® Ty =x, + 1, VJ(x) avec

| Az, — 0| .
¢ =) (A(Az, —b)| Az, —b) Az =570
0 sinon
On a 1
J(@nt1) = J(xn) + to|| Azy, — b||2 + §tf,,(A(A:17n —b)| Az, — b)
soit encore
| Az, —b[*

J(@ns1) = J(2n) — < J(@n)

2(A(Az, — b) | Az, — b)

si &y, # Tpt1. On a égalité si x, = x,41. Si (z,) ne prend pas la valeur z* alors (J(x,,)) est décroissante
minorée donc converge. On a alors Az, — b — 0 donc z,, — x*.

b) Méthode de gradient a pas optimal
Soit f: R™ — R de classe 6! telle que
Ja > 0,Yu,v € R, (Vf(u) — V() | u—2v) = alu—o|?

1. On va établir que
!
Yu,v € R”, f(u) > f(v) + (V) [ v—u) + 5 lv—ul?

et en déduire que f a un minimum global.
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f(0) = flu) = / Afortyosrulv — ) dt
= /0 (VA1 =t)v+tu) |v—wu)dt

1
— U « — U*'LL2
> / (VF(u) [0 —u)+a(l - )]jv— ul>dt

= (Vf(u) |v_u)+M
puis

f) = fw) = IV - o —ull + %Hv —uf? ——— 400

lv]l =00

Donc f posséde un minimum global (car pour une boule fermée centrée en 0 assez grande, la borne
inférieure globale est la borne inférieure sur cette boule compacte donc ¢’est un minimum par continuité

de f).

2. On va montrer 'unicité du minimum.
Si x* et v* sont tels que f(z*) = f(v*) = min f alors

Vi) =Vfw*)=0 = 0> alz* —v*|* = 2" ="

3. On souhaite approcher x*.

(a) Soit u € R™\ {a*}. On va montrer que ¢, : t — f(y + tV f(u)) admet un minimum global.
On a

¢u(t) = dfurev ) (VW) = (Vf(u+tVf(w) | Vf(u))
et

(t = 5) (0 (t) = @u(s) = (VF(u+ tVf(u) = VI(u+sVf(u) | (t—5)Vf(u))

u’/ v’ u—v’

> afv’ = /| = a(t — )| Vf(u)]* > 0

donc ¢!, est croissante et @, est convexe. Puis,

Pu(t) = @u(s) = alt = )|V f(u)]|* ——— +oo

t——+o0

—— 400

S§——00

donc ¢!, est croissante surjective dans R d’ou 'unicité et I'existence du minimum de ¢,,.

(b) On consideére le schéma numérique suivant :
ug € R"
— L ok , ) ’ . }
Ups1 = Up si u, = * (on suppose que cela n’arrive pas)

Upt1 = Up + 1,V f(up) sinon

N . . *
ot t, minimise ¢,,,. On va montrer que (uy) converge vers z*.

O (tr) =0 = (Vf(ug1) | VF(ug)) =0
d’ou o
flug) = flupr) + (Vf(urgr) | ug — ugs1) +5||Uk — g1
=0

donc
fluk) — fuk1) =0

donc (f(ug))x est décroissante minorée donc converge. Puis

01
flug) — f(ugsr) = §||Uk — g1
—_—

—0
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or (uy) bornée car sinon (f(uy)) non convergente. On note R un majorant de (|lug||) et Vf est
uniformément continue sur % (0, R+) donc

Vf(ursr) = Vf(ur) = Vf(ug +upgr —ug) — Vf(ug) —0

k—+oo

or

IV £ (i) = VI i) = 1V (i) I+ [V (i) = 0
donc ||V f(ug)|| — 0. Enfin,

(VS (u) = V(") |up —2*) > alup — 2"
——— —

—0 =0

d’ou up — x*
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Chapitre XVII

Compléments sur les polynomes

Tous les théorémes ou propositions présents dans ce chapitre sont soit déja connus (donc au programme)
soit nouveaux et sont alors des compléments de cours (hors programme). Le chapitre dans sa totalité
n’est pas au programme, seuls quelques rappels du programme y sont présents car pertinents et/ou utiles
au développement d’autres compléments.
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1 Rappels

K désigne un corps (donc commutatif). Un polynéme de K[X] s’écrit P ou P(X), I’évaluation en a € K
de P se note P(a). L’application

P e K[X]+— (a— P(a) € K)

est un morphisme d’algébres qui est injectif si K est infini. Pour P € K[X]\ {0}, a € K est une racine de
P ssi
Pla)=0 <= (X —a)|P

et a est racine de multiplicité o > 1 ssi

P(a)=P'(a)=---= P V(a)=0 (X —a)*| P
{P<a><a>¢o - {(X—a)@“ 1P

Si a n’est pas racine de P, on convient que a est racine de multiplicité 0.

Notation.

e On note Zk(P) 'ensemble des racines de P dans K
e On note mult(P, a) la multiplicité de la racine a dans P

Théoréme.
Soit P € K[X]\ {0}. Le polynéme P a au plus deg P racines dans K. En particulier, le polynéme nul
est le seul polynéme qui a une infinité de racines.

Théoréme.
Soit P € K[X].
1. .
% p) (0
P(X)=>" o ) xt
k=0 ’
2. N
> p(k)
VacK, P(X)=)_ %(x —a)*
k=0 ’

Démonstration.



2 — FACTORISATION DES POLYNOMES Page 213 / 237

1. L’application

+0 plk)
¢:P|—>P(X)—ZPZ'(G) X —a)*
k=0 ’

est linéaire nulle sur les vecteurs de la base canonique.

O
Remarque.
On montre de méme que
S~ PPX) K
Pla)=>_ — (e X)
k=0
2 Factorisation des polynoémes
a) Rappels
Théoréme.
Soit P € K[X], a1, -- ,a, deux & deux distincts et ny,--- ,n, € N*. Si ay,--- ,a, sont des racines de
multiplicités ny,--- ,n, de P, alors

X—-a)™ - (X—ap)™ | P

En particulier, si deg P = ), n; alors il existe A € K* tel que

PX)=XX—a)™ - (X —ap)™

b) Théoreme de d’Alembert-Gauss
Théoréme (D’Alembert-Gauss).

| Tout polynéme non constant de C[X] admet au moins une racine

Preuve de Gauss. e P € C[X] non constant a méme racine que @P donc on suppose P unitaire.

e SiP(X)=ag+ - +a, 1 X" '+ X" et M = max|a;|, alors pour |z| > M + 2,

2" =1 _ 2™ = et = Me" + M

[P(2)| = [2]" — M

B 2] — 1
2| M (M +2)"
> =Mz (1 > M
o1 U )2 4l M1 M+l

iréf |P| = min inf |P(z inf |P(2)]

|2|>M+2 Tzl <M 42
>M <IP(O)|<M
= inf |P(2)]
|z| <M +2

Par compacité il existe zg € B (0, M + 2) tel que infc |P| = |P(20)]-
e Si P(29) # 0 alors il existe k > 1 tel que

P(Zo+h) ZP(Zo)-F%hkﬁ-O(hk), P(Zo) 750
(k) (4
= P(z) (1 + h’“];(zo()lg!) + o(hk)>
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e En écrivant

h = ee i
P(zp)k! = pe -
on obtient »
P(zg+¢ee %) = P(z) (1 - efp+- 0(5’“))
| I<1
[ [<|P(20)]
absurde.

3 Polynémes sous contraintes

a) Contraintes sur les zéros

Exercice.
| SiZc(P)=2c(Q) et Zo(P+1) = Zc(Q + 1) pour P,Q non constants de C[X], alors P = Q

On suppose par absurde que P # @ et par exemple n = deg P > deg ) = m. On note uy, - ,u, les
racines de P (et donc de @), v1,--- ,vs les racines de P + 1 (donc de @ + 1). Les u; et les v; sont tous
distincts, donc

degP=n>deg(P—-Q)>r+s car P—(Q sannule en u; et v et P —Q #0
On a P’ = (P + 1) donc P’ a n — r racines dans les u; avec multiplicité, et n — s dans les n; donc
n—r4+n—-—s<degP =n—1 <<= n+1<r+s

Or r + s < n absurde et donc P = Q

b) Coefficients unitaires

Exercice.
| Déterminer les P € R[X] non constants avec les coefficients £1 et dont toutes les racines sont réelles.

Résolution. On note P un polynéme de degré n > 2 qui convient et quitte a changer P en —P, P est
unitaire.

e P(X)=X"+p, 1 X" '+ +po
e 71, -,y les racines (non nulles car py # 0) donne

r%+--~+ri=pi_1—2pn_2>0 = Pp_a=-—1 etr%+-~-—|—ri=3

1
poX"P (X) = X"+ pop1 X" + popa X"+ -+

vérifie les mémes propriétés donc

1
il 4 =3
R
[}
n 1
Z(r?—FQ) =6 = n<3
I
i=1 v,
>2
On doit étudier 12 polyndmes
Y2 XY 11 X3 X2 Y11 X3 X2, Y 4
X2 +X -1 ¥3 ¥2 X 1 ¥3 ¥2 X 1
X2 x 1 x4 x?2 X1 X3P-X?2-X+1

X?2-X-1 X3+X?2-X-1 X—Xx2 X 1
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c) Equation fonctionnelle

Exercice.

| Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(X)P(X +2)+ P(X?) =0
Résolution. —1 et 0 sont les deux polyndémes constants solutions.

Soit P non constant solution et a une racine. P(a) =0 = P(a?) = 0 donc P admet une infinité de
racines sauf si |a] = 1 ou a = 0.

Si a = 0 est racine alors P(—2)P(0) + P(4) = 0 donc 4 est racine ce qui est absurde. Donc |a| = 1.

Si a est racine alors (a — 2)? racine donc |a — 2| = 1 = |a| donc a = 1 (intersection de deux cercles), donc

1 seule racine de P et donc pour un k > 1,
P=XX-1)*
En calculant, on trouve A2 + A =0 et A # 0 donc A = —1 O

Exercice.
Trouver les polyndmes P € R[X] tels que

(X+1)P(X-1)— (X -1)P(X)
est un polynéme constant
Résolution. On suppose que P convient et (X +1)P(X —1) — (X —1)P(X) = A.

e 2P(—1) = Xet 2P(0) = A donc P(0) = P(—1)

e Q(X)=P(X)- % s’annule en —1 et 0 donc Q(X) = X(X +1)A(X) ie. P(X) =X(X +1A(X)+ %

(X +D(X -DXAX -1)+ %) ~ (X -DX(X +DAX) — (X — 1)% =\

don
o XX-DX+1DAX-1)-AX)=0 = AX)=A4AX-1)

et donc A est un polynéme constant. Donc P est de la forme P(X) =aX(X +1)+p, a,peR
O

4 Liens coefficients et racines

a) Relations de Viete

Pour zi,--- ,z, € C on note :
U'L(mla"'axn): Z Hml
IC[1,n]lel
|T|=i
Soit P(X) = a, X™ 4 -+ + ap un polynéme de degré n et x1,--- ,xz, ses racines dans C.

P(X)=apn(X —21)- (X =) = ap(X" =01 X" 4 02 X" 2 - (=1)"0, X" 7)

e Ainsi,
vie [1,n], (~1)'o; = ——"
Qn
En particulier, on en déduit
Qp—
Tyt Ty, = —— !
an
et a
Ty X e Xy = (1) 2
Qn
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b) Somme de Newton

On note P(X) = a, X"+ - -+ag un polynéme de C[X], 21, - - -
appelée k—ieme somme de Newton .
Pour k > n,

anSk + ap_1Sk—1+ -+ agSk—n = anxlf +---+ aol'lfin

=¥ "P(z) 4 -+ 2E T P(2,) = 0

Avec les relations de Viete, pour k > n,

o) Sk —01Sk—1+ -+ (=1)"Sk_, =0
—

= 0 convention

Il est possible de calculer Sy, --- ,.S5,_1 par des formules de récurrence.

e Sy = n clair. On va montrer que
k

ko = Z(—l)i_lak_i&

i=1
e On note P le polynéme P/dom P

n

P(z) = H(l” —x;) = ai iakxk = ignik(_l)n—kxk
" k=0 k=0

=1

d’ou

P (3) =TI = om0 = S omn(-1 4 = 3 (-
T k=0 k=0

k=1
Q(x)
[ ]
- ko k _ - Q(z)
> kop(-1)Fat =2 ()
k=0 k=1
i xrx
=Y Q)
— XX
k=1
=- (zag) ™ | Q()
k=1i>0
n
==Y a0 > (1) Forat
20 =0

En identifiant le coefficient de z*,

; _ ok k
, Tn ses racines. On note Sy, = 7 +-- -+,

k—n
-+ apx,

1)Fak

k—1

k—1

(—1)k/€0'k = — Z(—l)lalsk,l <— ko =— Z(—l)k_lalsk,l

=0

5 Polynomes scindés sur R

a) Une CNS

Exercice.
Montrer que P € R[X] de degré n est scindé sur R ssi

Vz € C,

=0

(1) oS,
1

k

l

|P(2)] = | dom(P)] x |Im(z)["

Chapitre XVII : COMPLEMENTS SUR LES POLYNOMES



5 — POLYNOMES SCINDES SUR R Page 217 / 237

Résolution. (=) clair, les racines complexes de P ont une partie imaginaire nulle.

(= ) On écrit P(X) =dom(P)(X —a1)--- (X —an), a; €R.En injectant z = a + ib,

|P(2)| = |dom P| x |a — ay +ib| - -+ |a — a,, + ib] > | dom P||b|"

b) Opérations stabilisant &

On note & Pensemble des polyndmes scindés de R[X]. On note
PX)=AX—a;) - (X —ap)™, a1 <---<ap
et on a les propriétés de stabilité suivantes.

Rolle donne que P’ s’annule au moins une fois sur |a;,a;41[ pour 1 > 7 < p. I y a alors au total
(g —1)+ -+ (ap — 1) + p—1=n— 1 racines réelles (avec multiplicité) et deg P’ =n — 1 donc P’ est
scindé et & est stable par dérivation.

Pour a € R fixé, on note g(z) = e*®P(x), ¢'(x) = (P'(z) + aP(z))e**. P’ + aP s’annule en a; avec
multiplicité > «; — 1. Rolle donne que ¢’ s’annule au moins une fois sur |a;, a;11[ donc P’ + aP aussi. Ce

polynéme a n — 1 racines réelles et est de degré n, donc par division la derniere racine est réelle. Donc
P +aP e

Plus généralement, si D est I'opérateur de dérivation polynomiale, pour @ € & alors

Q(X) = AX —b1) - (X = by)

Q(D) = (D — byid) o - o (D — byid)
et pour P ¥, Q(D)(P)e .

c¢) Faisceau de polyndémes a racines entrelacées (ENS)

Exercice.
On note P, @ € R[X] deux polynomes scindés & racines simples distinctes tels qu’entre deux racines
de I'un, il y en aie au moins une de 'autre. Montrer que AP + u@ est scindé sur R

Résolution. On suppose que P a la plus petite racine, on note z1 < --- < x,, les racines de P. Sur |1, 23],
il y a au moins une racine de @ et au plus une (sinon z; et x5 ne sont pas consécutives) donc les n — 1
premiéres racines de () satisfont

<Y1 << Tp_1 < Yn-1<Tp

Il y a lors deux cas : () possede une racine y,, > x,, ou ) a n — 1 racines réelles. On se place dans le
premier cas (lautre se traite similairement).

Comme A, u € R sont quelconques, on peut supposer P et () unitaires donc
PX)=X-z1) (X —z) QX)=(X—-y1) (X —yn)

Pour A, i # 0, les racines réelles de AP + u@ sont différentes des x;, y;, donc sont les mémes que celles de

APPz‘Q sur R\ {x;, 4}

AP(z) + pQ(x A 1
sy = AP@ Q@) A
P(z)Q(x) Q(z)  P(x)
Si A, u > 0, alors ¢ s’annule n fois car il y a changement de signe entre |z;, ;[ (les polyndémes sont unitaires

donc on connait exactement les signes de P et Q). Si A > 0 > p, on trouve n — 1 racines réelles de la méme
maniere, et par division la derniere est aussi réelle. Les autres cas se traitent de la méme maniere. O
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6 Valeurs des polynomes

a) Polyn6éme a valeurs entiéres

On va caractériser les polynomes de C[X] tels que P(Z) C Z

On définit X X
( >:1 et vn > 1, < )le(X—1)~~~(X—n+1)

n n!

Lemme.
Pour tout n € N et pour tout z € Z,

(x) cZ

n

Démonstration. Pour 0 < x < n —1, (Z) = 0. Pour x > n, (fl) est un coef du binéme. Pour x < 0,
(=1)™(%) est un coef du bindme. O

On introduit
A:PeK[X|— P(X+1)— P(X)

()01 )

X
et (< )) est une base de C[X] (degré échelonné). On suppose que P € C[X] vérifie P(Z) C Z. On
"/ / nz0

Pourn > 1,

note ag, - -+ , ay les coeflicients de la décomposition de P dans cette base. Alors
P0O)=ay€Z, a1=AP0)€eZ,---, a,=A"P0)eZ
Ainsi, ag,--- ,a, € Z et la réciproque est évidente. On a ainsi établi

- X
P(Z)CZ < 3IneN,3 ap, - ,a, € Z,P(X) = ak(k)
k=0

Remarque.
On a aussi établi la formule de Gregory

- Z Ak P(0) (f)

k>0
Exercice (ENS).

On note P € R[X] un polynéme de degré n tel que P(0), P(1), P(4),---,P(n?) € Z. Montrer que
Va € Z,P(a?) € Z.

Résolution. Q(X) = P((X —n)?) de degré 2n envoie 2n + 1 valeurs de Z dans Z donc a des coefficients
entiers dans la base explicitée précédemment donc est & valeurs dans Z ce qui conclut. O

b) Polyn6éme stabilisant le cercle unité

Exercice.
| Déterminer les polynémes P € C[X] tels que U est stable par P.

Résolution. Le cas des polyndmes constants est immédiat. On note P(z) =ag+ -+ a,2z™. On a

P P(ei?) =1 = P(e")P(e) =1 = P(e")P(e” )i = ¥
Si on note Q(X) = P 1 " = aqyX" + --- + a, alors PQQ — X" s’annule sur U donc est nul donc
P(X)| X", deg =ne P = AX", ou A = P(1) € U. La réciproque est claire. O

Chapitre XVII : COMPLEMENTS SUR LES POLYNOMES



7 — LOCALISATION DES RACINES Page 219 / 237

Exercice.
Variantes
e P(C) C R. Solution : Formule de Gregory, interpolation de Lagrange, polynéme conjugué, ...
e P(Q) C Q. Solution : Formule de Gregory, interpolation de lagrange.
P(Q) CR\Q et PR\ Q) C Q
P(Q) =

Résolution. Résolution pour P(Q) = Q. Déja P € Q[X] (par la 2-ieme variante), donc il existe d entier
positif minimal tel que @ = dP € Z[X]. On se donne v premier avec les coefs a; de P et d et v nombre

premier. Il existe ¢, a Ab =1, tel que P($) = ¢ donc

v(apa™ + -+ agb") =db" = v |V" = v |b
et si n > 2 alors v? | db™ et donc v|a,a™ + --- donc v | a absurde. Par suite, n = 1, et la réciproque est
évidente. O
c¢) Polynémes positifs
On va caractériser les polynémes tq P(Ry) C Ry. On pose

&={PcR[X]/3A BecR[X],P=A*+ XB?%}

et on note & l’ensemble des polynémes qui conviennent. On a clairement § C &, puis & est stable par
produit car
(A2 + XB?)(A? + XB?) = (AA; + XBB)? + X(BA; + AB;)?

Soit P € &. Dans la décomposition de P en irréductibles de R[X], si on note a1, - -, a; les puissances
des facteurs de degré 1, on a (X — a;) change de signe si «; impair et dans ce cas a; < 0 et X —a; =
\/—aiz + X12 € &. Les autres termes sont dans & et donc & = §&.

7 Localisation des racines

a) Théoréme de Gauss-Lucas

On note P € C[X] avec n = deg P > 2. On va montrer que si 21, - , z, sont les racines de P (répétées
avec multiplicités) alors les racines de P’ sont dans ’enveloppe convexe de zq,--+ ,2,. On a :
/

E(Z) R “p

P z— 2 Z—2p
donc si z est une racine de P’ différente des z1,--- , z,, alors

zZ—2 zZ—z aq 67 aq a
o s+ -+app2=0<:>z<2+---+ L 2): s2te
|z — 21| |z — 2z |z — 21| |z — 2| |z — 21| |z — 2|

Donc z est bien un barycentre de zq,--- , zy.

b) Borne de Cauchy
On note P(z) = 2" + an—12" "' + - 4+ a9 € C[X] et on pose M = max |a;|. On note z € C tel que
|z| > M + 1. Par 'absurde si P(z) = 0 alors

2" — 1

= o™ = [z < Me|" -
|2 =1

|2 = |an_12"" -+ aol <M

= [2]l2]" < (M +1)[2["
= |z2| < M+1 absurde

Bilan les racines de P sont dans le disque D(0, M + 1)
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c¢) Enestrom-Kakeya
Résultat (Cauchy).

Si P(z) = 2™ —by,_12" "1 — -+ — by est un polynome tel que les b; sont positifs non tous nuls alors P a
une seule racine a dans R, a est racine simple et Zg(P) C %4(0,a).

Pl@) —bo 4 ... 4 L‘m’l — 1 est décroissante.

xmn xn

Démonstration. Pour x > 0, f(x) = —

€ 0 a 400

f(z) oo e -1

Donc f a une unique racine a > 0, puis

b b
f’(a):—nmn?r1 — = 221 <0 = P(a)#0

donc a est racine simple de P. Si zp est une racine de P dans C alors P(zp) = 0 donc
261 = lbn-125"" - bo| < ba-a]2g] + bo
donc P(]zo]) <0 et f(|z0]) = 0 donc |z < a O

Résultat (Enestrom-Kakeya).

Si P(z) = ap_12™ 1 + -+ + ag est un polynéme a coefficients strictement positifs, alors si z est une

racine complexe de P,

. Qi1

6 = min
i<n—1 a; i<n—1  a;

Démonstration. On considere le polynome

Q(z) = (x — 7)P(x) = an—12" + (an—2 — Yan—1)z" " + -+ + (ao — va1)z — yao

p—1 — An—2 ,_ Yair — ao ao
_ <xn7n"mn1 P

Gp—1 Qp—1 Qp—1

vérifie les hypothéses du résultat précédent donc a une unique racine réelle > 0, v

d’ou la seconde inégalité. La premiere s’obtient en remarquant que z racine de P entraine z non nul et %
racine de X"~ 1P (%) auquel on applique le méme raisonnement. O

d) Disques de Gershgorin

On se donne A € M,(C) et X # ai,1, - ,an,n. On note D = diag(a 1, - ,ann) et E=A—D. Si X est
valeur propre, alors
Ay= A-)X, =D-),+FE
—— ——

non inversible inversible

Puis 3X € M, 1(C), X # 0/A,X = 0 donc

(D-M,)X+EX=0+= X=—(D-\,) 'EX

) 1
— Vie[l,n], z;= —ai’i Y ;ai,kxk

On considére un indice 7 tel que |z;| est maximal et donc
Tk
laii — Al =1 ik~ S > " laix| = R;
ki v ki

et donc
X €D (a4, Ri) reste vrai si A = a;;
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On a donc
n

Spc(A) C U D (i, Ri)

=1 disques de Gershgorin

8 Arithmétique des polynomes

a) Division euclidienne

Exercice.
| Effectuer la division euclidienne de X™ — 1 par X™ — 1, pour n,m > 1

Résolution. On note (ug) la suite définie par

{UO:n,U1 =m

uk+1  reste de la division euclidienne de up_1 par ug
tant que ug # 0 et on note

Upy=X"-1,U; =X" -1
Uk+1 reste de la division euclidienne de Up_; par Uy

tant que Uy # 0

On vérifie par récurrence que U = X"* — 1. Les cas k = 0,1 sont immédiats. On a ugy1 + aug = uk_1
donc par HR si Uy, # 0 (ie ug # 0), alors

Up—1 = UM X0 — 1= XU — L4 XU (X0 — 1)
—

deg<deg Uy, divisible par U,

d’out le résultat. On en déduit que les deux suites s’arrétent en méme temps et donc

U AUy =Up_y = X"~ 1

O
b) Théoréme chinois
Exercice.
On se donne Py, - , P, deux a deux premiers entre eux et Ry,--- , R, € C[X]. Montrer qu’il existe

Qh'" 7Qn tels que
PQ1+Ri=-=PF.Qn+ R,

Résolution. C’est une application directe du théoréme chinois (dans un anneau principal) : si d; = deg P;—1
et N=—-1+>d;, alors

¢:PeCyN[X]— (P mod Py, ,P mod P,) € Cq,[X] x -+ x Cq,[X]

est un isomorphisme d’algebres. O

c¢) Théorémes de Mason, Snyder, et Fermat

On va montrer le théoréme de Mason (ou Mason-Stothers) avec une démonstration de Snyder !

Lemme.
Si P € C[X] non nul, alors
deg P = deg (P A P') + no(P)

ou no(P) = #Zc(P).

1. https://doi.org/10.1007/s000170050074
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Démonstration. Le cas P constant est immédiat. On suppose maintenant P non constant :
P(X) = o(X —a1)™ -+ (X — a,)

donc
PAP =(X —a)™ ' (X —ap)r?

Théoréme (Mason).
Si A, B,C sont des polynémes complexes deux a deux premiers entre eux avec A + B = C et
(A, B',C") # (0,0,0), alors
degC < no(ABC) —1

Démonstration. Comme A =C—B et B=(C— Alesrdles de A, B, C sont symétriques. On peut supposer
A non constant. On a alors

A

A C
A B

_‘A B

donc AC' — CA’ = AB’ — BA' donc
ANA', BAB, CAC ‘ AC' — A'C = AB' — BA'

Si AC" — A'C =0 alors AC' = A'C et C | C' donc C =0, et de méme B = 0 donc A = 0 absurde. Les
trois polynémes A, B, C' sont premiers entre eux donc les trois PGCD le sont aussi et

ANA x BAB x CAC ‘AC’—A’C;«EO

donc
deg ANA"+deg BA B +degC A C" < deg(AC" — A'C)

et par le résultat précédent

deg A+degB+degC < AB' — A'B +ng(A) + no(B) + no(C)

<deg A+deg B—1 o (ABC)
O
Théoréme (Fermat).
| SiA,B,C e C[X] non constants, A et B premiers entre eux et A™ + B™ = C™ alors n < 2
Démonstration. On note p = max(deg A, deg B, deg C) et
np = max(deg A", deg B",deg C™) < ng(A"B"C") =ng(ABC) <3p = n<3
O

d) Résultant
On note P = apX? + -+ ag, Q =0, X9+ -+ by de degrés respectifs p, q.
On considere 'application linéaire

0: (U V)eKy 1 [X]xKp 1[X]— UP+VQ

Si PAQ =1, alors pour U,V € Kerp, ona Q | U et P |V donc U =V = 0 en comparant les degrés.
Sinon, si P AQ = A non constant, alors p(Q/A, —P/A) = 0. Ainsi, ¢ est un isomorphisme si et seulement
siPAQ =1
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La matrice de ¢ dans la base (X?71,0),---,(X,0),(1,0), (0, XP71) ... (0,1) est

a, 0 0 by O 0
ap—1  Qp Db,
ap—1 0 0
ap b by | _
d_ef R(P7 Q)

aon ap—1 bo

0 0 b1

. . ag . by by

0 .. 0 ao 0 -+ 0 b

On appelle résultant de P et ) le déterminant de cette matrice. Ainsi,

PAQ#1 < detR(P,Q) =0

9 Polynémes irréductibles

a) Contenu de Gauss

On note P(X) = a, X™ + -+ + ag € Z[X] de degré n > 1. On appelle contenu de P le nombre

an A A ag
Définition.
| P e Z[X] est dit primitif si C(P) =1

On va montrer que si P,Q € Z[X] non constants alors
C(PQ) = C(P)C(Q)

On commence par supposer que P et @ sont primitifs et on suppose par Pabsurde C(PQ) # 1. On note p
premier diviseur de C'(PQ). On note iy (resp jo) le plus petit indice tel que p ne divise pas a;, (resp. bo).

P(X)=a, X"+ +a;, X"+
divisible par p
Q(X):an”+...+bj0Xj0+
divisible par p
Alors,
[PQ(X)]ig+jo = @igbj, +pk non divisible par p

Or c’est un coef de PQ donc divisible par p, absurde.

PQ \ . C(PQ)
¢ (C(P)C(Q)> == Gr)c)

Dans le cas général,

Résultat.
| P € Z[X] primitif est irréductible dans Z[X] si et seulement s’il I'est dans Q[X]

Démonstration. Sile polyndme est irréductible dans Q[X] alors il I'est dans Z[X]. On suppose P irréduc-
tible dans Z[X] et P = AB dans Q[X]. 1l existe p, ¢ minimaux positifs tels que pgP = pAq¢B, pA et ¢B
dans Z[X] et

pA 4B
C(pA)  C(¢B)

absurde (les deux facteurs sont dans Z[X]). O

C(pqP) = pgC(P) = pg = C(pA)C(¢B) = P =
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b) Criteére d’Eisenstein

Résultat (Critére d’Eisenstein).
On note P = p, X" + -+ + pg € Z[X] non constant de degré n. Si p est premier tel que

p|p07"' sy Pn—1
p )(Pn
P’ o

alors P est irréductible dans Q[X]

Démonstration. On suppose par 'absurde que P n’est pas irréductible dans Q[X] donc dans Z[X]. On
écrit alors P = AB avec A et B non constants & coefficients entiers. On a

P | po = agbo

donc par exemple p divise ag mais pas by (il ne peut pas diviser les deux par hypothese). Si p divise tous
les a;, alors p | dom A x dom B = p,, absurde. On note alors i le plus petit i tel que p [ a;. B est non
constant donc ig < n.

P | Pig = @igbo + aig—1b1 + - -+ + aobi, non divisible par p

divisible par p

absurde d’ou la conclusion. O

Conséquence 1. Pour p premier, on consideére
pp(X)=XPh 4+ X 41
Alors,

X+1p-1
Wp irréductible <= p,(X + 1) irréductible <= (+7 Xk=1irréductible
P P (X _|_ 1
k=1

vrai par le critere d’Eisenstein

Conséquence 2. Pour tout n > 1, le polynéme

X
Sn(X) =14+ X+ 5+ —

est irréductible. En effet, c’est équivalent a vérifier que
S (X)=X"+nX""t 4+ ... 4 nl
est irréductible dans Z[X].

Si n = 2m, alors il existe p premier tel que m < p < 2m donc p < n < 2p et on conclut avec Eisentein.
Sinon, si n = 2m + 1 alors il existe p premier tel que m < p < 2m et p < 2m < n et 2m < 2p — 1 donc
n < 2p — 1 < 2p et on conclut de méme.

c) Z[X]vsZ,[X]

On va montrer que X+ 1 est irréductible dans Z[X] et n’est jamais irréductible dans Z,[X]. Dans C[X],
X'41=(X—€T) (X —ie'T) (X +€'T) (X +ie'T)

Aucun des facteurs ni des produits n’est dans Q[X] donc X* + 1 est irréductible dans Q[X] donc dans

Z[X].

Pour p =2, (X*+1) = (X + 1)* n’est pas irréductible. On suppose donc p premier impair et on observe
que

X1 =(X%)? = (-1)
=(X?+1)* -2x?
= (X?—1)> - (-2X?)
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Il est donc suffisant que —1,2 ou —2 soit un carré de Z,. Si —1 et 2 ne sont pas des carrés, alors —2 est
un carré. En effet, si on note “€* ’ensemble des carrés non nuls, alors
@:%EZZ!—MUQG‘@*

. . . —1
est un morphisme surjectif de noyeau ker ¢ = {#1} donc #6€* = &=,

X5 1

1 . .
a au plus Y5~ racines (Z, est un corps) et s’annule sur ‘6* donc 6€* est exactement ’ensemble des racines

de ce polynome (le petit théoréme de fermat donne P~ = 1 pour tout = non nul). Si —1 et 2 ne sont

pas carrés, alors
p—1 P—

(-2) 7 = (-1)"T x(2)'T =-1x-1=1

donc —2 carré.

10 Polynoémes cyclotomiques (HP)

Définition.

Soit n > 1.

e On appelle racine primitive n-ieme de 1'unité tout générateur de U,,. On note P,, ces racines.
e Il y a ¢(n) générateurs de U, : les w' avec I An = 1 et w un générateur.

e On appelle n-ieme polynéme cyclotomique le polynéme

un(X) = [T (X =)

ueP,

Proposition.
Pour tout n € N*,

X" —1= ][] ma(X)
dln

Démonstration. Pour d | n, on note By = {u € Uy, ordu = d}, donc

Un:|_|Ed

d|n
ainsi
Xt 1= I I ¢ —w = J] wa(x)
d|nuckEq d|n
car Eq =Py (les éléments d’ordre d sont au nombre de ¢(d) et engendrent tous Uy). O
Remarque.
Sin = p est premier alors
(X)) = Xy
X-1

Proposition.
| Pour tout n > 1, u, est unitaire a coeflicients entiers, de degré ¢(n).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n pour le caractére entier, le reste est immédiat.

e n = 1 immédiat

e On se donne n > 1 et on suppose la propriété vraie jusqu’au rang n. Si n+ 1 est premier, la conclusion
est immédiate. Sinon,

X 1= ] pa(X) =pa(X)x J[ pa(X)
d| n+1 d| n+l
d#n+1

—_————

€Z[X], unitaire

Donc i, 11 est le quotient dans la division euclidienne de X™*! — 1 par un polynéme unitaire de
Z[X], d’ou la conclusion.
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O
a) Expression de pu,
On introduit la fonction arithmétique de Mobius
1 sin=1
p(n) = ¢ (=1)* sin produit de k premiers distincts
0 sinon
Cette fonction est multiplicative : pour a,b premiers entre eux, p(ab) = pu(a)wu(b). Puis, pour n > 1,
1 sin=1
Sua-{)
0 sinon
d|n
En effet, si n = p{™* - pp*,
Ny
=¥ = 5 =3 (Jiur=a-ar =g
d|n din  IC[1,k] i=0
n(d)#0
Reésultat.
pn(X) = [T (x4~ 1)“(3)
d|n
Démonstration.
(Xd . 1)#(%) _ H H ,ud/(X)“(%)
d|n dln d|d
=11 II »e (X))
d|n ul| g
|£u d'u
= ]I wa20) \"'#
d | n
= fin(X)
car
(n) () 1 sif=1<+=d=n
—_— = u) =
a d'u s 0 sinon
ul| % ul %
O
Remarque.

| Cela donne une autre preuve de p,(X) € Z[X]

b) Suites arithmétiques
On note p un nombre premier et m > 1 un entier non divisible par p. Supposons que a est un entier et
que
tm(a) =0 (mod p)
On a dans ce cas
p | pm(a) | a™ — 1 premier aveca = p fa
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Si d = orda alors d | m donc X¢ — 1|X™ — 1. Par I'absurde, si d # n alors X¢ — 1 A y,, = 1 (aucune
racine commune dans C) donc (Gauss) (X — 1) X g, (X)|X™ — 1. On en déduit (d est 'ordre de a)

(a® = Dpm(a) | a™ =1 = a™ —1=0 (mod p?)

et comme a + p vérifie les mémes hypotheses (a + p = a (mod p) donc p,(a + p) =0 (mod p) et Pordre
est le méme donc # m), on a (a +p)™ — 1 =0 (mod p?), d’ott

2 m m m—1
pillat+p)™ —a"=pla T = pla
multiple de p

c’est absurde, donc ord a = m. Puis m = orda | p— 1 donc p est un terme de la suite (14 km)gen- Si cette
suite n’a qu’un nombre fini de nombres premiers py, -+, ps alors pour k assez grand, p,,, (kpy - - ps) > 2.
On a aussi yn,(0) = £1 (entier de module 1) donc si p est un premier qui divise fin,(kp1 -+ ps) et p est
parmi les p; alors p | w1, (0) absurde, donc p n’est pas parmi les p; et la suite a une infinité de termes
premiers.

¢) Irréductibilité
Nous allons montrer que les polynémes cyclotomiques sont irréductibles par un argument de Landau.

On note a une racine primitive n-iéme de 1'unité et P son polynéme minimal. La suite (P(a*))ren est
n-périodique & valeurs dans Z[«] et chacun des termes s’écrit de maniére unique Q(«) pour un polynéme
Q. de degré < deg P.

On note A le plus grand coefficient de tous les Qi en valeurs absolues. Dans Z,[X], P(X?) = P(X)?
(Frobenius) donc il existe U € Z[X] tel que

P(X?) = P(X)" + pU(X)

Pour p > A,
P(a?) = P(a)? 4+ pU(a) = pU(a) = pV(a) avec degV < deg P
donc
Qp(a) =pV(a) et P|Qp,—pV
et donc
Qp=pV
d’ott p | les coefs de @, qui sont de module < A < p donc @ =0 et P(aP) = 0. Ici, on s’est seulement
servis du fait que « est une racine de l'unité, donc si py,- -+ ,p, sont > A alors P(a?tPr) = 0.

On note m premier avec n, N le produit des premiers < A. On a m +nN = m (mod n) et si p divise
m +nN alors p > A donc P(a™™"N) =0 = P(a™)

Ainsi les (a™) avec m A n = 1 sont racines de P donc u,(X) | P(X). pn(a) =0 donc P divise piy,, donc
P = pt,. C’est un polyndéme minimal donc irréductible.

11 Nombres algébriques

Si K C L sont deux corps alors on dit que a € L est algébrique sur K s’il existe P € K[X] non nul tel
que P(a) =0.

Dans C, on appelle nombre algébrique les nombres algébriques sur Q et on note A I'ensemble de ces
nombres.

Remarque.

Si a est algébrique sur un corps K alors

lo ={P € K[X] / P(a) = 0}

est un idéal non réduit a {0} de K[X] euclidien donc principal, donc il existe un unique polynéme
unitaire p,(X) tel que I, = po K[X], que 'on appelle polyndéme minimal de a. Dans ce cas

Vect g 7((a")ren) = Vectg (1,a,--- ,a%8#1) = {P(a), P € K[X]}
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a) Structure de corps

Résultat.
| A est un corps

Démonstration. e A C C
e 1 € A en tant que racine de X — 1
o Soient x,y € A, p = deg iy, ¢ = deg p1,,. Pour tout n € N,

donc  x"y", (x +y)" € Vectq(s'y’,i < ¢,j < q)

z" € Vectq(l,z,-- , 2P~ 1)
yn € VeCtQ(]-vya e 7yq*1)

Les familles ((x — y)™), et ((xy)™), sont liées donc z — y, xzy € A.
e Siz € A non nul et si on note E = Vectq(1,z,--- ,2zP~!) alors

p:ze€Er—x2zeE

est un endomorphisme injectif en dimension finie donc c’est un isomorphisme et ¢~*(1) donne z—! €

EcCA
O

b) Regle de multiplicativité des degrés
On note a algébrique sur K de degré d.

¢: PeK[X]— Pla)
est un morphisme de K-algebres donc Im ¢ = Vectgk (1, -+ ,aP?~!) est une K-algebre, notée K]a.
K|[d] est une algebre de dimension finie d sur K et pour z € K[a] \ {0},

Yy € Kla] — xy € K[a]
est un endomorphisme injectif en dimension finie donc c¢’est un automorphisme et x a un inverse dans
K|a], qui est donc un corps.
Définition.
Si K C L alors L est un K-ev et si L est de dimension finie sur K alors on note
[L: K] =dimg(L)

Proposition.
1. Soit K C L C N trois corps. Si dimy, N,dimg L < +oco alors dimg N < +00 et

[N:K]=[N:L]x[L:K]

2. Si a € C est algébrique et si b € K est algébrique sur Q[a] alors b est algébrique sur Q.

Démonstration.

1. (n1,---,np) base de N sur L, (¢1,--- ,{,) base de L sur K. Sin € N alors il existe A1,---, A, € L tel
que n = Anq+---+A,n, et chaque \; € Vectq(fy, -+, ¢,) donc n € Vectg(€;n;) (famille génératrice
finie) donc

[N: K] <+o0
Vérifions que (¢;n;)1<i<q est libre sur Q.
1<i<p
P q q
Z/\i,jfinj =0 = an Z/\i,jfi =0 = V] S [[Lp]]’z)‘i7j£i =0 = Vi,j, )‘iJ =0
1,J j=1 =1 i=1

2. C’est une conséquence directe de 1.
O

Remarque.

Si b est racine d’une équation polynomiale & coefficients dans QJa], il lest aussi d’une équation polyno-
miale a coefficients dans Q.
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12 Polynémes orthogonaux

On note p : I — R continue telle que pour tout entier naturel k, ¢ — t*p(t) est intégrable sur I. Dans
ce cas,

(HQ%=AP@P®Q®dt

est bien définit et est un produit scalaire sur R[X]
Proposition.
11 existe une unique famille (Py); de polynomes unitaires tels que
e Ve N, degP,=k

e Les P; sont deux a deux orthogonaux

Démonstration. Le procédé de Gram-Schmidt appliqué a la base canonique donne existence. Si (Py)
convient alors

e Py =1 (unitaire de degré 0)

e Si Py,---, Py conviennent, alors

P = XM 4+ AoPo+ -+ APy

unitaire  Jeg<k se décompose sur Py, , Py

et Porthogonalité détermine de maniere unique les \;

a) Récurrence d’ordre 2
Proposition.
La famille des (P,,), vérifie pour n > 2

Pn(X) - *(X + An—l)Pn—l(X) - ,un—2pn—2(X) =0

avec o
(XP,L_ﬂPn—l) ||Pn—1||

Apoy = — o ntlen=t) o =
" [k fin S

Démonstration. On note E; = R;[X]. Pour Q € Vect(Py, -+, Pr_2) = Ry_o[X], (XP,|Q) = (P|XQ) =
0 car X@ € R,—1[X]. On a alors
Po(X) = XP,_1(X) € E,

or deg(P, — XP,_1) < n— 1 (simplification du coef dominant) donc
P(X)—=XP,1(X) = o1 P (X)) + - + X Po(X)
etona P, — XP, 1Py, ---,P,_3donc A\g =--- = A,_3 = 0. On en déduit,

)\nfl(Pn71|Pn71) = (Pn|Pn71) - (XPn71|Pn71)

et
)\n72(Pn72‘Pn72) - (Pn|Pn72)_(XPn71|Pn72) - _(Pn71| XPn72 ) = _(Pn71|Pn71)
— ~——
=0 Py _1+€E,—2
d’otu la conclusion avec f,—o = Ajp—_2 O
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b) Changements de signes

On appelle changement de signe d’un polynéme un point g tel que (x — o) P(x) est de signe constant
au voisinage de xg. On note N;(P) le nombre de changements de signes de P sur l'intervalle I

Supposons N;(P,) = p < n. On note z1, - -- ,z, les changements de signes et
(Pol (X =) (X — ) =0 = /p(t) Po()(t —a1) - (t —xp) di

I
€En_1 signe constant

donc
vt € Lp(t) Pa(t)(t — 1) - (t— ) = 0

et P,=0 absurde. Donc N;(P,,) =n et P, est scindé & racines simples, toutes dans I.

c) Entrelacement des racines

On note

_ | Pa(®) Poga(a)| _ 2P () — P (2 "
w”(x)* p;l(x) Pr/il(m) *Pn< )Pn—',—l( ) Pn( )Pn+1( )

On a wg =1 et apres calcul avec la relation de récurrence,
wy(z) = Pn(x)2 —fn—1 Wp—1(T)
0
>

donc comme wy > 0, on en déduit que pour tout x,n, wy,(x) > 0. Notons o < 8 deux racines consécutives
de Pn+1.
Ph(@Pu(@) >0 et Pl (B)Pa(8) >0

or P, de signe constant sur Ja, 3] et donc P} ;(a)P}, () < 0 (car sinon il y aurait changement de
signe). Ainsi, P,(a)P,(5) < 0 donc P, s’annule sur |a, S[. On a ainsi trouvé n racines de P,, une entre
chaque racine de P, 41 : il y a entrelacement des racines

13 Formules d’interpolation

a) Rappels
On considere 1, -+ ,z, € K deux a deux distincts, et on note
X —xz;
A;(X) = J
i(X) H P
J#i
de telle manieére que
Ai(z;) = bi
Théoréme.
On consideére x1, - ,Zn, Y1, - ,Yn € K, les x; deux a deux distincts. Dans ce cas, il existe un unique

polynéme P € K,,_1[X] tel que
Vi € [[1, n]], P(Z‘Z) =Y

De plus,

P(X) = ZyiAi(X)
i=1

Démonstration. Le polynéome donné convient. Si P et ) conviennent, P — () a n racines et est de degré
au plus n — 1 donc P = Q. O
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Remarque.
Si on note .
w(x) =[] - =)
j=1
alors (@) (@)
N w(z) — wlx; ,
[ =) = Jim == —= w'(x;)
J#i
et ( )
w(z
A; =
(z) w(x)(x — x;)
donc

P@g_<§:wmwﬁ_w”>m@

=1

DSE de £

b) Formules d’ordre supérieur
On se donne nq,--- ,n, € N*, 1, -+ ,z, € K deux a deux distincts et n =ny + -+ + n,.

¢0:PeKy 1[X]— (P(x1), -, P Y(2y),, P(x,), - ,P~D) e K"

est une application linéaire injective, il y a égalité des dimensions donc c¢’est un isomorphisme et on en
déduit que pour (y; i)igr,j<n, donné, il existe un unique polynéme de degré au plus n — 1 tel que

Vi, k, P®)(2;) = yi x

c¢) Analyse de l'erreur

On se donne f € C"([a,b],R),z1, -, 2, € [a,b] deux & deux distincts.

n

P(x) =) flz:)Ai(x)

i=1

I'interpolation de Lagrange de f. On veut estimer f(z) — P(z). On note = € [a,b] \ {z1,---

note
g(t) = f(t) = P(t) — Agw(t)

ol A, tel que g(x) = 0 (ajout d’une racine supplémentaire). Rolle itéré donne :

e g s’annule en a1, -+ ,x,, 2z (n+ 1 points)
® ---

° g(”) s’annule au moins une fois en ¢,

(n)
donc A\, = fi(cn) et donc
nl
f
[f(z) = P(z)| = [Asw(z)| < |w($)|?u8 o
cette inégalité est encore vraie pour x € {1, -+ ,Zn}
Remarque.

On constate que 'erreur est meilleure si

w(@)| = [(z = z1) - (2 — @)

, &y} et on

est petit. On peut donc s’intéresser aux choix des x; minimisant ||w| . sur [a,b]. C’est un probléme

difficile, mais le choix de 1, - -- , z,, équirépartis est mauvais.
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14 Suites de polynomes

Théoréme (Weierstrass).

Si f est continue de [a,b] dans C alors il existe une suite (P,,) de fonctions polynémiales telle que

Idée de la preuve. Bernstein puis convolution O

Remarque.
| Le résultat est faux sur un intervalle autre qu'un segment.

a) Inégalité de Bernstein

Lemme.
Sizy,---, 2z, sont les racines du polynéme 2" + 1 et P polynome réel de degré n, alors pour tout ¢t € C,

tP'(t) = Z P(—2z)

2k — 1)
Démonstration. On note p(z,t) = w pour z # 1. C’est une fonction polynomiale de degré < n—1
pour t fixé.
D’apres la formule d’interpolation de Lagrange en zq,--- , z,,
n n
2" 41 1
e(z,t) = Z@(Zk,t) _ X —
k=1 FTA (zp—2) (o — 2k) (2 — 2n)
= lim j;iki: i—lz_%
z—zp nzy

Pt zZ—2zEp n
On fait tendre z vers 1.
n n n
2 Zk 1 22k- P t) 22k
tP'(t) = E t == E P(—t _
( ) kilgp(Zk’ )Zk “1n n ot ( Zk) (Zk _ 1)2 n P (Zk _ 1)2

11 nous reste & évaluer ce dernier terme. On reprend la formule précédente avec P(t) = t™.

n

. 2t "o~ 2z 2" 22k
Sttt o B R
Zk — 1 n —1 (Zk — 1) Z;H»l:_Zk n 1 (Zk; - 1)
Et alors,
n 2

> =

P (zk — 1 2
ce qui termine la preuve de la formule. O
Résultat.

On note pour P € R[X], ||P| = sup |P(2)]. Si P est de degré n alors
|z|=1
[Pl < n|| P
Démonstration. On prend t de module 1,

) B ) n 1 n
tP'(@)] = P'(1)] < S[PE)] + 5; < |||

QZk
(2 — 1)
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Et 2z € U donc s’écrit z = €'? et donc (0 €]0, 27[)

2z, 2 _ 2 <0
(Zk — 1)2 - (ei% — e_i%)2 B —4SiHQg
et
i 2z, - i 2z, - n?
Pt (2 — 1)2 = (2, — 1)2 2
ce qui termine la preuve. O

b) Théoréme d’oscillation de Tchebychev

n

On note C,, le n-ieme polynéme de Tchebychev et T, = 1

de sorte que T}, est unitaire.

Reésultat.
Pour tout P unitaire de degré n,

= max |T,| < max |P|

vt (~1,1]
Démonstration. . .
T, (cosf) = o1 cos(nf) = [Iili‘l}li] | T, | = T
1
Supposons par ’absurde que [max] |P| < o1 et posons
—1,1 n—
Q(X) = Tn(X) — P(X)
Pour zj;, = cos (%") ,k €]0,n], on a
(-1)*
Tn($k) = on—1
d’ou on tire le tableau de signes
X i) T X9 Tn
Q(z) + 0 - 0 4+ 0 - 0 (-n"

On en déduit que @ s’annule au moins n fois et deg @ < n — 1 donc Q = 0, donc P = T;, absurde. O

15 Aspects topologiques

a) Le théoréeme de Baire

Résultat.
(E,]| ) un e.v.n tel que toute suite de Cauchy converge (complet). Si (O,), est une suite d’ouverts
denses de E alors NO,, est dense.

Démonstration. On note U ouvert de E.
e U N Oy est un ouvert non vide donc il existe g € U N Oy et 2ag > 0 tel que B, (x0,2a,) C U N Oy et
donc B ¢(x9,a0) C U N Op. On note 79 = min(ag, 1).

o B,(ap,ro) N O1 ouvert non vide donc il existe z1 et a1 > 0 tels que By(x1,a1) C Bo(xo,70) N O et
on note r;{ = min (al, %)
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On construit ainsi deux suites (z,), € EN, (r,) € RLN telles que

Br(Tn,mn) CBr(Tpn_1,Tn-1) C -+ C Br(xo,70)
1

%f(ﬂ?n,Tn) - On7 Tn < -
n

Pour m > n, ., € B (Tm,Tm) C By(zn, ) done

[Zm — 2n| <

S|

donc (z,,) de Cauchy donc convergente vers .

Pour m fixé, APCR z,, € B(Tm, ) fermé donc € B¢(zp,rm) C Oy donc x € O,, pour tout m.

Ainsi,
T € m O,

neN

Uun (nDN On>

et © € By(zrg,m0) C U donc z € U et donc

pour tout ouvert U.

Corollaire.
Si (Fy,)n est une suite de fermés d’intérieurs vides alors

U

neN
est d’intérieur vide.
O
b) Incomplétude de R[X]
On supose qu'’il existe une norme || - || telle que (R[X], || - ||) est complet (i.e. toutes les suites de Cauchy
convergent)
o F, =Vect(l,---,X") est un fermé (s.e.v. de dimension finie)
[
Xn+1
VP e E,,Ve >0, P+ — P
k k—+o00
donc APCR
n+1
P+ € %O(P, 6)
donc B,(P,¢) ¢ E, et E, d’'intérieur vide.
e Par le théoreme de Baire,
(N E. = RIX]
~——
neN intérieur non vide

intérieur vide
absurde.
11 n’existe donc aucune norme pour laquelle R[X] est complet.

En particulier, (X§)x est une base qu’on peut orthonormaliser par le procédé de Gram-Schmidt en une
base (Px)x qui est totale, sans que R[X] soit complet.
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